Les espaces de Berkovich sont excellents 



Antoine Ducros 

Laboratoire J. -A. Dieudonne 
Universite de Nice - Sophia Antipolis, Pare Valrose 
06108 Nice CEDEX 02 FRANCE 

Abstract. In this paper, we first study the properties of the local rings of a Berko- 
vich analytic space from the point of view of the commutative algebra properties ; we 
show that those rings are excellent ; we introduce the notion of an analytically sepa- 
rable extension of non-archimedean complete fields (it includes the case of the finite 
separable extensions, and also that of any complete extension of a perfect complete 
non-archimedean field) and show that the usual commutative algebra properties (R m , 
S m , Gorenstein, Cohen-Macaulay, Complete Intersection) are stable under analytically 
separable ground field extensions ; we also establish a GAGA principle with respect to 
those properties for any finitely generated scheme over an afhnoid algebra. The remai- 
ning part of the paper deals with more global notions which are closely related to the 
preceeding ones : the irreducible components of an analytic space, its normalization, 
and the behaviour of irreducibility and connectedness under base change. 
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Introduction 



La premiere partie de cet article est essentiellement consacree a l'etude, du 
point de vue des proprietes usuelles de l'algebre commutative (regularite, pro- 
fondeur, excellence...), des anneaux locaux des espaces analytiques au sens de 
Berkovich ; dans un second temps, nous nous interessons a des notions plus 
globales comme les composantes irreductibles d'un espace analytique, sa nor- 
malisation, ou encore Pirreductibilite et la connexite geometriques. Decrivons 
brievement les principaux resultats obtenus. 

On fixe un corps ultrametrique complet k ; on note p son exposant ca- 
racteristique ; si p — 1 et si n S N, la notation k 1 / p designera simplement 
k. Rappelons qu'un espace analytique est dit bon si chacun de ses points a une 
base de voisinages affmo'ides ; les espaces affmo'ides, les analytifies de varietes 
algebriques, les fibres gcncriques de schemas formels affines ou propres sont des 
exemples de bons espaces - en ce qui concerne les schemas formels propres, ce 
n'est pas trivial et decoule d'un resultat de Temkin ([32]. cor. 4.4); la bonte 
d'un espace garantit que ses anneaux locaux sont noetheriens et henseliens ([3], 
th. 2.1.4 et th. 2.1.5). 

Proprietes algebriques des anneaux analytiques 

o Excellence des anneaux analytiques locaux et globaux. 

Au paragraphed! nous demontrons (th. I2I6P que toute algebre fc-affinoide 
est un anneau excellent, et que les anneaux locaux d'un espace k- 
afhno'ide sont excellents. 

o Theoremes de type GAGA. 

Apres avoir etabli la regularite geometrique des fibres de certains mor- 
phismes entre anneaux locaux algebriques et analytiques (th. I3I3[) nous 
en deduisons l'assertion suivante (th. l3!4p : soit stf une algebre fc-affinoide, 
soit 3£ un schema de type fini sur si ', et soit V un domaine affino'ide 
de l'analytifie ^T an de % '. Soit x un point de V et soit x son image sur 
3£ . Soit P l'une des proprietes suivantes : etre R m (resp. 

£>rm resp. 

regulier, resp. d'intersection complete, resp. de Gorenstein, resp. de 
Cohen-Macaulay) . On a les equivalences suivantes : 



Gy.x satisfait P <^=4> ffx^.x satisfait P <^=> G ^ . x satisfait P . 

Remarquons qu'en vertu des resultats d'excellence mentionnes plus haut, 
l'ensemble des x e X tel que 6 'gr , x satisfasse P en est un ouvert de 
Zariski ; l'equivalence ci-dessus assure que l'ensemble des x £ i$T an tel 
que ffx^.x satisfasse P en est un ouvert de Zariski; cette remarque 
s'applique notamment au cas ou = Spec si et ou i2T an est done egal 
a ^£{s/). 

A propos du lieu de validite d'une propriete P sur un espace 
analytique. Soit X un espace analytique et soit x S X. Soit P l'une des 
proprietes mentionnees ci-dessus. Si X est bon, on dit que X satisfait P 
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en x si ffx,x satisfait P. Dans le cas general, on dit que X satisfait P en 
x s'il existe un bon domaine analytique U de X contenant x tel que U 
satisfasse P en x, et c'est alors le cas pour tout bon domaine analytique 
U de X contenant x (|3I6|) . On deduit de ce qui precede que le lieu de 
validite de P sur un espace analytique X est un ouvert de Zariski de X. 

o Effets de l'extension des scalaires. 

Soit X un espace fc-analytique et soit L une extension ultrametrique 
complete de k. Soit x € X, et soit y un point de Xl situe au-dessus de x, 
oil Xl est l'espace deduit de X par extension des scalaires de k a L. Soit 
P l'une des proprietes d'algebre commutative evoquees plus haut. Nous 
etablissons les faits suivants (le theoreme 131 1 1 constitue leur variante 
schematique ; ils en decoulent modulo le theoreme de comparaison 13141 
et les commentaires faits au 131614ft : 

i) si Xl satisfait P en y alors X satisfait Penx; 

ii) si X satisfait P en x et si P est la propriete d'etre S m pour un 
certain m (resp. d'intersection complete, resp. de Gorenstein, resp. 
de Cohen-Macaulay), alors Xl satisfait P en y; 

Hi) si X satisfait P en x, si P est la propriete d'etre R m pour un certain 
m (resp. regulier) et si L est une extension analytiquement separable 
de k, alors Xl satisfait P en y. 

Commentaires. La notion d'extension analytiquement separable de 
corps ultrametriques complets est introduite au paragraphe 1 (def . I1I8[) ; 
c'est, aussi bien du point de vue de sa definition que de ses proprietes 
(telles l'assertion Hi) ci-dessus) la variante valuee de la notion classique 
d'extension separable. 

Quelques exemples (cf. [T1l9l[Tl Hl9l[4l HlfTUlfTI et H1fl0l[3l) . Si k est 

parfait, toute extension complete de k est analytiquement separable; 
une extension finie de k est analytiquement separable si et seulemcnt 
si elle est separable ; si r est un polyrayon fc-libre, k T est une extension 
analytiquement separable de k (pour la definition d'un polyrayon k- 
libre et le sens de la notation k r , voir 10123)) ; plus generalement, si r\ 
est l'unique point du bord de Shilov d'un polydisque sur k 7 son corps 
residuel complete Jff(f]) est une extension analytiquement separable de 
k. 

Regularity geometrique. Soit X un espace fc-analytique. Soit P l'une 
des proprietes d'algebre commutative mentionnees ci-dessus. Si x G X, 
on dit que X satisfait geometriquement P en x si pour toute extension 
complete L de k, l'espace Xl satisfait P en chacun de ses points situes 
au-dessus de x. Au paragraphe E] nous demontrons (prop. Kil-:i|) que X 
est geometriquement regulier en x si et seulement si il est quasi-lisse 
en x, c'est-a-dire si et seulement si le rang de fi^r/fe en x est ^S a ^ >A ^ a 
dimension de X en x ; nous prouvons ensuite (prop. 1618ft que si P est 
la propriete d'etre regulier ou bien d'etre R m pour un certain m, alors 
X satisfait geometriquement P en x si et seulement si X k i/ P satisfait P 
en son unique point situe au-dessus de x. On en deduit (cor. 1619ft que le 
lieu de validite geometrique de P sur X en est un ouvert de Zariski. 
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Remarque. En geometrie analytique rigide, les assertions ci-dessus 
n'auraient pas pu etre meme enoncees, puisqu'il n'existe pas dans ce 
cadre dc morphisme de changement de base. 

o A propos des demonstrations. 

Les resultats qui precedent reposent pour l'essentiel sur la proposi- 
tion 12121 dont l'enonce, et plus encore la preuve, sont passablement in- 
grats. Elle assure l'existence, sur le spectre du complete d'un certain 
anneau local analytique, d'un ouvert de Zariski d'un type particulicr 
qui est non vide et regulier. Pour l'exhiber, on se fonde sur lc lemme 
de normalisation de Noether (et plus precisement sur ses versions ana- 
lytique et algebrique, sur la regularite des anneaux locaux de l'espace 
amne analytique, qui est etablie directement au prealable (lemme I2I1I) . 
et enfin sur le critere de regularite suivant, du a Kiehl ([25 , Folg. 2.3) : si 
A est un anneau noetherien, si B est une A-algebre de type fini reguliere, 
si C est une B-algebre finie et plate et si et Qq/ A sont tous deux 

libres de meme rang, alors V anneau C est regulier. 

Remarque. D'apres un theoreme de Kiehl ([25] . Satz 1.4), si F est 
un corps ultrametrique complet de caracteristique p > 0, et si E est 
un sous-corps complet de F contenant F p et topologiquement de type 
denombrable sur F p , alors E possede une p-base topologique sur F p . 
Nous nous servons de ce resultat au cours de la demonstration de la 
proposition [22]; arm de pouvoir l'appliquer, nous sommes amene a plu- 
sieurs reprises a remplacer le corps avec lequel nous travaillons par un 
sous-corps satisfaisant l'hypothese de denombrabilite evoquee, puis a 
utiliser des arguments de limite inductive pour conclure ; ces contorsions 
techniques que nous n'avons malheurcuscmcnt pas su cvitcr alourdissent 
la redaction. 

Normalisation et proprietes geometriques globales des es- 
paces analytiques 

o Les composantes irreductibles d'un espace analytique. 

Si X n'est pas compact, sa topologie de Zariski n'est pas noetherienne, 
et la theorie classique des composantes irreductibles ne s'applique pas. 
Nous pallions comme suit cet inconvenient : par des arguments relative- 
mcnt elcmentaires reposant in fine sur la theorie de la dimension nous 
montrons (th. I4I21[) que les parties de X qui peuvent s'ecrire comme 
l'adherence, relative a la topologie de Zariski dc X, d'unc composante 
irreductible d'un domaine affinoide de X, sont exactement les fermes 
irreductibles maximaux de X ; ce sont ces parties que nous appellerons 
ses composantes irreductibles. Nous etablissons les proprietes attendues 
a leur sujet (du lemme 141231 a la fin du paragraphe 0| ; elles se com- 
portent essentiellement comme les composantes irreductibles usuelles 
d'un espace topologique noetherien, a condition de remplacer a peu 
pres partout la notion d'ensemble fini de fermes de Zariski par celle 
d'ensemble G-localement fini de tels fermes (def. 141 17|) . 

o La normalisation d'un espace analytique. 
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Au debut du paragraphed nous introduisons la notion de morphisme 
quasi- dominant d'espaces analytiqucs (definition 151 II : elle repose sur 
celle de composante irreductible) ct nous dcfimssons la normalisation 
de X comme l'objet final de la categorie des espaces analytiques nor- 
maux munis d'un morphisme quasi-dominant vers X . Nous en montrons 
l'existence (th. 151 10[1 ; l'approche en termes de propriete universelle a 
l'avantage de reduire la demonstration au cas afhno'ide, en assurant 
a peu pres automatiquement le recollement des constructions locales. 
Nous montrons que les composantes connexes de la normalisation de X 
correspondent aux composantes irreductibles de X (th. I5I15|) . et que la 
normalisation est «compatible a la formation des anneaux locaux» dans 
le cas d'un bon espace flemmc rSllTI) . 

Nous montrons l'existence, lorsque X est quasi-compact, d'un entier n 
tel que la normalisation de X k i/ P ™ soit geometriquement normale (th. 
161 lip ; un resultat analogue est etabli au prealable concernant l'espace 
reduit associe a un espace analytique (th. I6I10[) . 

Nous utilisons cnfin le theorcmc l6lll| pour prouver, a l'aide du theoreme 
151151 qu'un espace fc-analytique qui est irreductible le reste apres passage 
a la cloture parfaite de fc fprop. [HTT2]) . 

o Connexite et irreductibilite geometriques. 

Au paragraphe [71 nous commengons par definir, etant donne un espace 
fc-analytique X , l'anneau s(X) des fonctions analytiques sur X qui an- 
nulcnt localemcnt un polynome non nul et separable sur fc (|7l2p ; nous 
donnons une demonstration du fait (essenticllement du a Bcrkovich) que 
s(X) est une extension finie separable de k lorsque X est connexe et non 
vide (lemme \7\3\i . 

Le foncteur X t— > s(X) et le lemme ITISl sont ensuite utilises pour etudier 
le comportement de la connexite et de l'irreductibilite par extension du 
corps de base. Les resultats attendus, a savoir les pendants analytiques 
des assertions bien connues portant sur les varietes algebriques, sont 
etablis ; on demontre d'abord ceux qui sont relatifs a la connexite (th. 
I7ll4p ; suivent leurs analogues concernant l'irreductibilite (th. l7H6p . qui 
s'en deduisent a l'aide d'un raisonnement faisant intervenir la notion de 
normalisation et le theoreme 161 1 1 1 cite ci-dessus. 

Nous n'allons pas rappeler ici les enonce integraux des theoremes l7H4l 
et 171161 : mentionnons simplement qu'ils assurent entre autres que si k 
est algebriquement clot0 et si X est un espace fc-analytique connexe 
(resp. irreductible) alors Xl est connexe (resp. irreductible) pour toute 
extension complete L de k. 

Nous terminons ce chapitre en etablissant, par un raisonnement fondc 
sur les theoremes 171141 et 171161 ainsi que sur une proposition technique 
(prop. [71^41 ; cf. aussi les commentaires qui la precedent au !7!23p . les faits 
suivants (th. 171201 Hi), iv) et vi) ; th. I7I26| Hi), iv) et vi) ) : si X est un 

x Les assertions correspondantes en geometrie algebrique sont en general enoncees sur un 
corps separablement clos ; mais il se trouve qu'un corps ultrametrique complet dont la valeur 
absolue n'est pas triviale et qui est separablement clos est automatiquement algebriquement 
clos cf. |10| . §3.4, prop. 6. 
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espace fc-analytique, si L est une extension complete de fc, et si T est 
une composante connexe (resp. irreductible) de Xl, alors T possede un 
« corps de definition » qui est fini et separable sur fc, et l'image de T sur 
X est une composante connexe (resp. irreductible) de X ; si X n'a qu'un 
nombre fini de composantes connexes (resp. irreductibles), il existe une 
extension finie et separable K de fc telle que toutes les composantes 
connexes (resp. irreductibles) de Xk soient geometriquement connexes 
(resp. geometriquement irreductibles). 

o Stabilite de certaines proprietes par produit. 

Au paragraphe nous montrons (th. I8llj) que si P est l'une des pro- 
prietes d'algebre commutative mentionnee plus haut et si X et Y sont 
deux espaces fc-analytiques la satisfaisant geometriquement, alors le 
produit X x k Y la satisfait geometriquemenld. 

Nous prouvons ensuite (th. 1814ft que si X est un espace fc-analytique 
geometriquement connexe (resp. geometriquement irreductible) et Y 
un espace fc-analytique connexe (resp. irreductible) alors X Y 
est connexe (resp. irreductible) ; l'assertion relative a la connexite 
se deduit facilement du theoreme l7II4l sur la connexite geometrique, 
par un argument topologique elementaire reposant sur la compacite 
des espaces affino'idcs ; modulo le fait que le produit de deux espaces 
geometriquement normaux est geometriquement normal (en vertu du 
theoreme lSIf I mentionne ci-dessus), celle relative a s'irreductibilite en 
decoule immediatement. 

Liens avec divers travaux anterieurs 

Du cas strictement afnnoide au cas general. Parmi les differences notables 
entre la theorie de Berkovich et la geometrie analytique rigide figure la prise en 
consideration, par la premiere, des polydisques fermes de polyrayon quelconque, 
quand la seconde n'autorisait que les polydisques unite; la classe des algebres 
affinoides au sens de Berkovich est ainsi plus large que celle definie par Tate, et 
les algebres affinoides de ce dernier sont qualifiees de strictement affinoides par 
Berkovich. 

L'interet d'accepter n'importe quel polyrayon est particulierement flagrant 
lorsqu'on s'interesse aux espaces analytiques sur un corps muni de la valeur ab- 
solue triviale, espaces dont l'importance a ete tres recemment mise en lumiere 
dans differents travaux : ceux d'Amaury Thuillier sur la combinatoire du divi- 
seur exceptionnel d'une resolution des singularites ([34]), ceux de Berkovich et 
de Nicaise sur les liens entre la geometrie ultrametrique et les variations de struc- 
tures de Hodge complexes ([S], [28] ). ou encore ceux de Jerome Poineau sur les 
fondements de la geometrie analytique sur Z et ses applications arithmctiques 

(TO- 

II apparait done necessaire de disposer, autant que faire se peut, de resultats 
algebriques de base au sujet des espaces et algebres affinoides qui soient valables 

2 Nous esperons pouvoir ulterieurement, grace a un travail en cours sur la platitude, arriver 
a cette conclusion en nous contentant de la validite simple de P sur l'un des deux espaces en 
jeu. 
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dans le cas general, i.e. non necessairement strict. C'est dans cette optiquc 
que nous etendons ici aux algebres affinoides quelconques plusieurs assertions 
deja connues pour les algebres strictcmcnt affinoides ; mentionnons que nous 
avons choisi, pour la commodite du lecteur, de ne pas utiliser ces assertions 
deja connues, preferant reprendre, lorsque cela s'est avere necessaire, certains 
passages de leurs preuves originales au cours de nos demonstrations. Donnons 
maintenant quelques details. 

o Proprietes algebriques des anneaux analytiques : ce qui etait 
deja connu dans le cas strictement affinoide. 

• Le theoreme I2l6l affirme l'excellence des algebres affinoides ; dans le cas 
strictement affinoide, celle-ci a ete etablie par Kiehl ([25]). 

• Le theoreme de comparaison pour les proprietes usuelles de l'algebre 
commutative (th. I.'jl II) enonce ici met en jeu un schema de type fini 
X sur une algebre affinoide srf et un domaine affinoide V de J?T an ; 
pour certaines de ces proprietes (regularite, normalite, caractere reduit, 
de Gorenstein, de Cohen-Macaulay, d'intersection complete) il a ete 
demontre par Berkovich lorsque X = stf et V = $f an ([3], th. 2.2.1) ; 
lorsque \k*\ ^ {1} et lorsque si est strictement k-affinoi'de, sa methode 
s'applique en fait, meme s'il ne le mentionne pas explicitement, a toutes 
les proprietes d'algebre commutative considerees ici, a tout ^/-schema 
de type fini X ', et a tout domaine strictement k-affinoi'de de 3£ an . 

• Le theoreme 16181 assure que si P est la propriete d'etre regulier ou bien 
R m pour un certain m, alors la validite geometrique de P en un point 
d'un espace fc-analytique X equivaut a sa validite simple en l'uniquc 
antecedent de ce point sur X k i/ P ; dans son article [15] , Conrad en 
demontre un cas particulier (dont l'enonce nous a inspire le cas general) 
pour les espaces strictement fc-affino'ides ; plus precisement, le lemme 
3.3.1 (resp. le th. 3.3.6) de op. cit. affirme entre autres que si si est une 
algebre strictement fc-affino'ide telle que k x l v ®ksi soit reduite (resp. 
normale), alors pour toute extension complete F de k, l'algebre F® k si 
est reduite (resp. normale). 

Concernant les deux premiers resultats evoques, nos demonstrations sont 
en grande partie inspirees par celles deja existantes dans le contexte stric- 
tement affinoide, auquel la partie proprement nouvelle de notre travail 
consiste justement a se ramener, d'une facon plus ou moins cxplicitc. 
Commc d'habitude en theorie de Berkovich, on le fait en remplagant le 
corps de base k par fc r , oil r est un polyrayon fc-libre convenable ; il reste a 
controler les effets d'une telle extension des scalaires, ce que permet la pro- 
position [2121 l'extension k r de k etant analytiquement separable (exemple 

mm- 

S'agissant du troisieme resultat, nous etendons egalement les scalaires a k r 
pour un certain polyrayon fc-libre r afin de se ramener au cas strictement 
fc-affino'ide, mais nous traitons ce dernier par une methode qui differe de 
celle utilisee par Conrad, et repose sur le critere de regularite de Kiehl 
mentionne plus haut. 

Remarque. En ce qui concerne la normalite, les theoremes GAGA sur 
n'importe quelle base affinoide et la stabilite par l'extension des scalaires 
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a k r ont ete prouves precedemment par l'auteur au moyen de methodes 
ad hoc dans l'appendice de |17j . 

o Proprietes algebriques des anneaux analytiques : ce qui est nou- 
veau meme dans le cas strictement affinoide. 

II s'agit pour l'essentiel : 

• du theoreme qui concerne le comportement des proprietes usuelles de 
l'algebre commutative par extension des scalaires (th. 1311 ; signalons 
a ce propos que la notion de separabilite analytique, introduite pour 
l'occasion, n'avait a notre connaissance pas ete consideree jusqu'ici ; 

• du theoreme qui affirme l'excellence des anneaux locaux analytiques 
(th. 12151): 

• du theoreme de regularite geometrique des fibres analytiques (th. I3I3|) . 

Des resultats partiels a propos des deux premiers points ont ete toutefois 
ctablis par Conrad dans op. cit. 

Ainsi on deduit de son enonce rappele plus haut que si k est parfait (auquel 
cas k x l p = k), toute algebre strictement fc-affmoide reduite (resp. normale) 
le reste apres une extension complete quelconque de k ; ce dernier fait 
peut se retrouver en corollaire de notre theoreme l3IU compte-tenu du fait 
que si k est parfait, toutes ses extensions completes sont analytiqucment 
separables (exemplc Ill9lip . 

Conrad etablit par ailleurs (op. cit., th. 1.1.3) que si si est une algebre 
strictement affinoide sur un corps ultrametrique complet k, les anneaux 
locaux de l'espace j¥(sf) en chacun de ses points rigides sont excellents ; 
sa demonstration ne s'etend pas au cas de tous les points de JK{s4} : elle 
utilise en effet dc manicre essentielle le fait que si x est un point rigide de 
->#(.a/) et si m designe son image sur Spec alors s/ m et 6 .^(^) >x sont 
naturellement isomorphes ; si x n'est pas suppose rigide, cette derniere 
affirmation est fausse en general. 

Mcntionnons incidemment que l'excellence des anneaux locaux d'un espace 
analytique complexe peut se demontrer au moyen d'un «critere jacobien» 
(cf. [27], th. 100, th. 101, et la remarque qui les suit). 

o Normalisation et des proprietes geometriques globales des es- 
paces analytiques : comparaison avec les methodes et les resultats 
de Conrad. 

Le contenu de nos paragraphes|3J[n][H]et[7Jconstitue pour l'essentiel une 
extension au cas non necessairement strict des travaux de Conrad sur 
les composantes irreductibles et la normalisation d'un espace rigide, qui 
sont au cceur de Particle [H] deja cite ; toutefois, notre approche differe 
de la sienne (y compris dans le cas strictement analytique) sur un point 
important. 

• Difference entre notre approche et celle de Conrad. Partant d'un es- 
pace rigide X, ce dernier commence par construire sa normalisation 
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X' (par recollement a partir du cas affinoi'de), puis definit les com- 
posantes irreductibles de X comme etant les images des composantes 
connexes de X' . 

Nous avons choisi, comme indique plus haut, de proceder d'une autre 
maniere, en definissant d'abord les composantes irreductibles d'un 
espace analytique purement en termes de la topologie de Zariski, en 
se servant de ces dernieres pour introduire la notion de morphisme 
quasi- dominant, puis en montrant l'existence d'un objet final dans la 
categorie des espaces analytiques normaux munis d'un morphisme 
quasi-dominant vers un espace X donne ; c'est cet objet final X' 
que nous appelons normalisation, et nous montrons qu'il y a corres- 
pondance entre les composantes connexes de X' ct les composantes 
irreductibles de X. 

A notre connaissance cette definition des composantes irreductibles 
d'un espace analytique et cette caracterisation de sa normalisation 
par une propriete univcrsclle sont nouvelles, meme dans le contcxtc 
de la geometrie rigide. 

• A propos de la connexite et de I'irreductibilite geometriques. Pour 
demontrer nos theoremes 171141 171161 171201 et 171261 nous suivons une 
strategic qui est essentiellement la meme que celle de Conrad ; modulo 
les resultats deja etablis a propos de la normalisation d'un espace 
analytique et certains lemmes intermediaries tires de l'article [8] de 
Berkovich (pour la commodite du lecteur, nous les avons redemontres 
ici), tout est fonde sur l'assertion suivante : si k est algebriquement 
clos et si X est un espace k- affinoi'de connexe alors Xl est connexe 
pour toute extension complete L de k. 

Pour la demontrer, plusieurs methodes etaient a notre disposition. La 
plus rapide aurait consiste a invoquer le theoreme de Berkovich ([3], 
th. 7.6.1) sur l'invariance de la cohomologie etale par extension de 
corps algebriquement clofd (en l'appliquant au H ...). 

Ce dernier repose toutefois sur une machinerie extremement sophis- 
tiquec, ct nous avons prefere opter pour une approchc plus elementaire, 
en nous plagant tout d'abord dans le cas ou |fc*| ^ {1} et ou X est 
strictement fc-affino'ide. Sous ces hypotheses, on peut utiliser la theorie 
des algebres strictement fc-affinoides distinguees (et notamment [10j . 
§6.4.3, th. 1), la theorie de la reduction et le fait qu'une variete 
algebrique connexe sur le corps residuel k (qui est algebriquement 
clos) reste connexe apres une extension quelconque des scalaires, pour 
conclure ; c'est ce que fait Conrad (op. cit., th. 3.2.1); nous propo- 
sons ici (th. I7I11|) une demonstration plus directe, qui exploitc les 
proprietes specifiques des espaces de Berkovich (locale compacite, 
presence de points a « gros » corps residuels...), qui ne necessite, 
en fait d'algebre commutative normee, que le Nullstellensatz analy- 
tique, et ne fait pas appel a la theorie algebrique de la connexite 
geometriquc. 

3 Berkovich, pour etablir son theoreme, utilise la stabilite de la connexite par extension de 
corps algebriquement clos... mais uniquement a propos des courbes algebriques ; nous pourrions 
done nous y referer sans risque de raisonnement circulaire. 
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Le passage au cas non necessairement strict est fonde sur le corollaire 
171131 qui affirme (sans supposer que k est algebriquement clos) que 
si X est un espace fc-analytique connexe et non vide et si r est un 
polyrayon fc-libre, alors s(Xk r ) s'identifie a s(X) r . 

• Stabilisation de la normalisation a un niveau fini. Le theoreme 161111 
qui affirme l'existence, lorsque X est compact, d'un entier n tei que la 
normalisation de X k i/ P n soit geometriquement normale, et l'asscrtion 
analogue concernant l'espace reduit associe a un espace analytique 
(th. l6H0p . ont ete directement inspires a l'auteur par des resultats de 
Conrad (op. cit., lemme 3.3.1 et prop. 3.3.6), qu'ils etendent au cas 
non necessairement strict. Notre preuve est tres proche de la sienne; 
elle consiste a utiliser la proposition 16181 (Conrad se fondant quant 
a lui sur le cas particulier de celle-ci qu'il a etabli dans op. cit. et 
que nous avons evoque plus haut) et des arguments de noetherianite, 
appliques a un module de type fini sur une certaine algebre affinoi'de. 

• Stabilite de certaines proprietes par produit. A notre connaissance, les 
resultats du paragraphed] ne figurent pas a ce jour dans la litterature, 
meme dans le cas strictement analytique. 

Remarque. Cct article reprend une partie d'une prepublication de l'auteur 
( 18jj! dans laquelle figurent les theoremes relatifs au comportement des pro- 
prietes de l'algebre commutative vis-a-vis de l'extension des scalaires (la no- 
tion de separabilite analytique y est introduite), les theoremes de type GAGA, 
ainsi que ceux qui portent sur la connexite et l'irreductibilite geometriques ; 
les demonstrations que l'on y trouve ont pour partie ete retranscrites ici telles 
quelles et pour partie profondement remaniees, lorsqu'elles se sont averees la- 
cunaires, erronees, ou trop compliquees. Sont par contre inedits dans ce qui 
suit les resultats d'excellence, la definition des composantes irreductibles et la 
construction de la normalisation, ainsi que la preuve de la stabilite par produit 
de certaines proprietes. 

Remer ciement s 

Je voudrais faire part de toute ma gratitude au rapporteur de cet article 
pour l'attention et la precision extremes avec lesquelles il en a relu les differentes 
versions, ainsi que pour la pertinence de ses remarques et suggestions auxquelles 
le texte sous sa forme actuelle doit beaucoup. 

Je lui sais particulicrcmcnt gre de l'interet qu'il a montre pour ce travail. 
II m'a notamment encourage a amplemcnt ctoffcr une premiere mouture de 
celui-ci, uniquement consacree aux proprietes locales des espaces analytiques, 
en lui adjoignant les chapitres devolus a leur geometrie globale ; qu'il en soit ici 
vivement remercie. 

Rappels et notations 

(0.1) Si / : (T, ffj) — > (S, &s) est un morphisme de sites anneles et si & est 
un ^s-module, on notera f*& le ^-module f^ 1 ^ ®/-i<y s ffj- 

4 C'est au vu de celle-ci que Berkovich nous a signale Particle I15| de Conrad. 
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(0.2) Dans tout ce texte, nous nous interesserons aux espaces analytiques ul- 
trametriques au sens de Berkovich ([2], [3]) ; dans cette theorie, la valeur absolue 
du corps de base pent etre triviale. 

(0.3) Deux sortes de questions seront traitees ici : 

- celles pour lesquelles le corps de base joue un role ; on fixera alors un 
corps ultrametrique complet k, et Ton travaillera dans la categorie des espaces 
£;-analytiques ; 

- celles pour lesquelles il est secondaire ; on se placera alors dans la categorie 
des espaces analytiques (sans reference a un corps), dont les objets sont les 
couples {X, k) oil k est un corps ultrametrique complet et X un espace k- 
analytique ; un morphisme de (Y, L) vers (X, k) est un couple (t, (p) oil i est une 
injection isometrique de k dans L et ip un morphisme d'espaces L-analytiques 
de Y dans X x, L ; bien entendu, on omettra le plus souvent dans ce cadre de 
mentionner explicitement les corps et les plongements isometriques en jeu. 

De meme, on parlera parfois d'algebre (ou d'espace) affino'ide, et parfois d'algebre 
(ou d'espace) fc-affinoide. 

(0.4) Si X est un espace analytique et x un point de X, on designera par Jf?(x) 
le corps residuel complete de x ; si V est un domaine affino'ide de X, on notera 
siy l'algebre affino'ide correspondante. Si S£ est un schema et x un point de JT, 
on designera par /c(x) le corps residuel de x ; lorsque X est integre et lorsque 
x est son point generique, on ecrira parfois re(JT) au lieu de k(x). 

(0.5) Soit si une algebre affino'ide, soit X son spectre et soit X l'espace ana- 
lytique ^K(si). On dispose d'une surjection continue p : X — ► 3£ . La topologie 
de Zariski sur X est par definition l'image reciproque par p de la topologie de 
Zariski du schema (noetherien) X ; autrement dit, un ferme de Zariski de X 
est une partie que Ton peut decrire comme le lieu des zeros d'un certain ideal 
/ de srf, c'est-a-dire comme l'ensemble des x £ X tels que f(x) = pour toute 
fonction / appartenant a /. 

L'adjectif « irreductible » applique a une partie de X sera toujours relatif 
a la topologie de Zariski. Par surjectivite de p, les applications F >— > p(F) et 
G i ^ p^ 1 (G) mettent en bijection l'ensemble des fermes de Zariski (resp. des 
fermes de Zariski irreductibles, resp. des composantes irreductibles) de X et 
l'ensemble des fermes de Zariski (resp. des fermes de Zariski irreductibles, resp. 
des composantes irreductibles) de X ; en particulier, X est irreductible si et 
seulement si 2£ est irreductible. 

Soit Y un ferme de Zariski de X, et soit / un ideal dont Y est le lieu des 
zeros. La surjection si — > si Jl induit un homeomorphisme ^{si /I) ~ Y , ce 
qui permet de munir Y d'une structure d'espace affino'ide qui depend de I'ideal 
I choisi. L'ensemble des ideaux dont le lieu des zeros coincide avec Y a un plus 
grand element, a savoir I'ideal forme de toutes des fonctions qui s'annulent en 
tout point de Y . Par surjectivite de p et par le fait correspondent en theorie des 
schemas, cet ideal n'est autre que s/l. 

(0.6) Si X est un espace analytique, il est muni d'une topologie de Grothendieck 
ensembliste, plus fine que sa topologie usuelle, qui est appelee la G-topologie 
(0) §1-3)- Le site correspondant est note X G , il est naturellement annele; Ton 
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designera par Gx G son faisceau structural ; si V est un domaine affinoi'de de 
X, alors 0x G (V) — srfy Lorsque X est bon (c'est-a-dire lorsque chacun de ses 
points a une base de voisinages affinoides), on designe par &x la restriction de 
&x G a la categorie des ouverts de X, et &x fait alors de X un espace localement 
annele, dont les anneaux locaux sont noetheriens et henseliens ([3], th. 2.1.4 et 
th. 2.1.5). Le lemme suivant est certainement bien connu mais, a la connaissance 
de l'auteur, ne figure pas explicitement dans la litterature. 

(0.7) Lemme. Soit X un espace analytique. Le faisceau &x G est coherent. Si 
X est bon, le faisceau ffx est coherent. 

Demonstration. On traite separement chacune des deux assertions. 

(0.7.1) Preuve de la coherence de &x G - Soit V un domaine analytique de X, 
soit n € N et soit ip : 0y G — > 0y G une surjection; notons son noyau. La 
section 1 de 0y G (V) appartenant G-localement a l'image de ip, il existe un G- 
recouvrement (Vi) de V par des domaines affinoides tels que stfy — > srfy i soit 
surjective pour tout i. Fixons i. L'anneau s^y i etant noetherien, le noyau de 
la Heche sty. — > £/y i: qui n'est autre que J%T(Vi), est un s^y i -module de type 
fini. Choisissons une famille generatrice (ei, . . . , e m ) de ce module. Soit W un 
domaine affinoi'de de V.. Par platitude de la .e^-algebre £/\y (Ej, prop. 2.2 A), 
la suite 

-> X(Vi) ® s i v . -efw^^w-* t*w -» 

est exacte; des lors, J€{W) s'identifie a Jff{Vi) ®^ v . £?w- Par consequent, le 
morphisme &y. — ► J^jy. defini par les ej induit une surjection — > JtT(W) ; 
ceci valant pour tout domaine affinoi'de W de Vi, le faisceau -Jt\y. est de type 
fini ; ccci valant pour chacun des Vi, le faisceau &x G est coherent. 

(0.7.2) Preuve de la coherence de &x lorsque X est bon. Supposons X bon, 
soit U un ouvert de X, soit n € N, et soit ip : 0"^ — > Gjj une surjection ; notons 
son noyau. II existe une famile finie (gi, . . . ,g n ) de fonctions analytiques sur 
U telles que pour tout ouvert f2 de U et tout n-uplet . . . , f n ) de fonctions 
analytiques sur fl, Ton ait ip(fi, . . . , f n ) = fi9i\Q- Soit x un point de U , soit 
U' un voisinage ouvert de x dans U tel que la section 1 de (U r ) appartienne 
a l'image de &^ — * G' v , et soit V un voisinage affinoi'de de x dans V ; on 
note Q l'interieur topologique de V dans U. Le morphisme srfy — > .e/y qui 
envoie (/i, ...,/„) sur X^/iffilV es f surjectif en vertu de Pinclusion V C U'. 
Par noetherianite de srfy , le noyau de ce morphisme est un &/y -module de type 
fini M. Soit (ei,...,e m ) une famille generatrice de ce dernier. Pour tout j, 
ecrivons ej — {e\,j, ■ ■ ■ , e n j). Comme J2 i e^g^ty — quel que soit j, la famille 
(ejin, ■ • ■ , e TO |n) appartient a J^(O). Elle definit done un morphisme G"^ — > J^jn- 
Soit w g f! et soit VF un voisinage affinoide de ui dans fi. La platitude de la 
^V-algebre s^w ([2], prop. 2.2.4) assure que 

-> M <gw v ^ -> 

est exacte. Ceci valant pour tout voisinage affinoi'de W de w, on obtient par 
passage a la limite inductive l'exactitude de 

-> M ff n ,w ^ -> 0. 

Autrement dit, le noyau de ^ — » est engendre par les germes des ej ; 

mais cela signifie exactement que — > est surjective. Ceci ayant ete 
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etabli pour tout u> € Q, le morphisme — > J^aq, est surjectif, ce qui acheve la 
demonstration. □ 

(0.8) Remarque. La definition de Gx donnee ci-dessus garde un sens pour 
X quelconque (i.e. non necessairement bon), et (X, Gx) est toujours un espace 
localement annele; toutefois, on ne sait a peu pres rien de Gx dans ce cas. A 
la connaissance de l'auteur, on ignore s'il est coherent, si ses anneaux locaux 
sont noetheriens, ou s'il peut arriver (en dimension strictement positive) qu'ils 
soient reduits au corps de base... 

(0.9) Soit X un espace analytique (resp. un bon espace analytique). Le lemme 
101 71 garantit qu'un Gx G -module (resp. un Gx-modu\e) & est coherent si et 
seulement si il existe un G-recouvrement (resp. un recouvrement ouvert) (Xi) 
de X tel que pour tout i, l'on puisse ecrire &\x t comme le conoyau d'une fleche 
de la forme — > G x . g (resp. G x l i — > G x .), ou m et n appartiennent a N. 

(0.9.1) Soit une algebre affinoide ; posons X — ^Z(srf). D'apres un theoreme 
de Kiehl (c/. [3], §1.2), le foncteur & i— ► &(X) etablit une equivalence entre la 
categorie des ^x G " m °dules coherents et celle des ^-modules de type fini. On 
dispose d'un quasi-inverse explicite M i— > M, ou M est uniquemcnt determine 
par le fait que si V est un domaine affinoide de X, alors M(V) = M (gv g/y. 

(0.9.2) Soit X un bon espace analytique, soit n : X G — > X le morphisme naturel 
de sites anneles. Berkovich a demontre les resultats suivants ([3], prop. 1.3.4 et 
1.3.6) : les foncteurs 7r» et 7r* etablissent une equivalence entre la categorie 
des Gx G -modu\es coherents et celle des ^x-modules coherents; ils envoient 
faisceaux localement libres sur faisceaux localement libres ; ils preservent les 
groupes de cohomologie. 

(0.10) Convention. Si X est un espace analytique, un faisceau coherent sur 
X sera un ^x G - m °dule coherent. 

(0.10.1) Soit X un bon espace analytique, soit un faisceau coherent sur 
X et soit x G X. On notera & ® Gx. x la fibre en x du faisceau & restreint 
a la categorie des ouverts de X ; elle coincide avec &(V) <8W V Gx, x pour tout 
voisinage affinoide V de x. 

(0.10.2) Soit X un espace analytique et soit & un faisceau coherent sur X. 
Soit x 6 X ; si V est un domaine affinoide de X contenant x, le ^(cc)-espace 
vectoriel &(V) ®s# v Jf(x) ne depend pas de V et sera note & ® Jf(x) ; si Y 
est un domaine analytique de X contenant x, alors ® Jif(x) coincide avec 
& ® Jf°(x) ; si X est bon, & <g> Jf(x) ~ (J 5 " <g> G x , x ) ®0 X ,* ^{x). 

(0.10.3) Soit / : Y — ► X un morphisme d'espaces analytiques. Si & est un 
faisceau coherent sur X, alors est un faisceau coherent sur Y . Si y E Y 

(resp. si Y est bon et si y e Y), on ecrira & ® ^{y) (resp. & ® Gy, y ) au lieu 
de f*& ® 3tf{y) (resp. f*& <f? y , a ). 

(0.11) Soit X un espace analytique et soit un faisceau coherent d'ideaux 
de Gx G ■ Le lieu des zeros de J? est l'ensemble des points x de X tels que pour 
tout domaine analytique V de X contenant x et toute fonction / appartenant 
a J{V) Ton ait f(x) = 0. 

(0.11.1) Soit X un espace affinoide et soit / un ideal de son algebre de fonc- 
tions ; le lieu des zeros de I coincide avec le lieu des zeros du faisceau coherent 
I. 
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(0.11.2) Soit / : Y — > X un morphisme entre espaces analytiques. Soit J 1 un 
faisceau coherent d'ideaux sur X ; si Z designe le lieu des zeros de J , alors 
f~ 1 (Z) est le lieu des zeros de f*J?. En particulier, si Y est un domaine analy- 
tique de X, alors Z C\Y est le lieu des zeros de J?\y- 

(0.11.3) Soit X un espace analytique. La somme d'une famille quelconque 
(resp. le produit d'une famille finie) de faisceaux coherents d'ideaux sur X est 
un faisceau coherent d'ideaux : on le teste sur un G-recouvrement de X par des 
domaines affinoi'des, et cela se deduit alors de la noetherianite des algebres af- 
finoi'des. Les parties qui peuvent se decrire comme le lieu des zeros d'un faisceau 
coherent d'ideaux sur X sont done les fermes d'une topologie appelee topologie 
de Zariski sur X ; en vertu du 101 1 II 1 1 ct du I0I9I11 cette definition est compa- 
tible avec la precedente lorsque X est affinoi'de ; un ferme de Zariski est done 
ferme pour la topologie usuelle de X (on verifie cette propriete G-localement, ce 
qui permet de supposer X affinoi'de) ; lorsqu 'on parlera d 'un espace analytique 
irreductible, ce sera toujours en reference a sa topologie de Zariski. 

(0.12) Exemple. Soit X un espace analytique et soit & un faisceau coherent 
sur X. Le support de est l'ensemble des points x de X tels que &®Jf?(x) ^ 0. 
C'est un ferme de Zariski : en effet, montrons que si J 1 designe l'annulateur de 
j^", e'est-a-dire le noyau de la fleche naturcllc &x G — * Snd alors le support 
de & est le lieu des zeros de J 1 ' . On peut le verifier G-localement et done 
supposer que X est bon. Un point x G X appartient au lieu des zeros de J' si 
et seulement si ^ ® &x,x est inclus dans l'ideal maximal de (?x,xi done si et 
seulement si & ® &x.x 7^ 0, done si et seulement si (par le lemme de Nakayama) 
&®Ji?(x) ^ 0. 

(0.13) Exemple. Soit / : Y — » X un morphisme fini d'espaces analytiques. Le 
^jf G - mo dule f*&Y G es t coherent. Le sous-ensemble f(Y) de X coincide avec le 
support de f<t&y c en vertu du lemme 2.1.6 de ^3; (ainsi que du lemme de Na- 
kayama). En consequence, f(Y) est, d'apres l'exemple 101121 ci-dessus. un ferme 
de Zariski de X. 

(0.14) Soit X un espace analytique, soit J> un faisceau coherent d'ideaux 
sur X et soit Y son lieu des zeros. La categorie des fleches / : Z — > X 
telles que f*J? = admet un objet final i : V(^) — > X ■ le X-espace topo- 
logique sous-jacent a V(j^) s'identifie a Y. Pour tout domaine affinoi'de V de 
X, l'intersection V fl Y, vue comme sous-ensemble de V(j^), en est un do- 
maine affinoi'de ; la ^y-algebre correspondante est g/v I ^{V) ; en consequence, 
la ^x G - a lgebre i*^ , v(j y ) G s'identifie a @x G l ■ On dira de V(j^) qu'il est le sous- 
espace analytique ferme de X defini par J* ; les foncteurs et i* etablissent une 
equivalence entre la categorie des faisceaux coherents sur V(j^) et celle des fais- 
ceaux coherents sur X dont l'ideal annulateur contient . Si g : T — * X est un 
morphisme d'espaces analytiques, alors V(J?) x^T- \/(g^ 1 .&t g )- 

Par abus, il arrivera que Ton ecrive Y au lieu de V(j^), mais on aura pris 
soin au prealable de preciser que l'on munit Y de la structure definie par . 
Dans ce contexte, si V est un domaine analytique de X, l'ensemble V C\Y sera a 
priori considere comme muni de sa structure de domaine analytique de Y (qui 
Pidentifie a Y x x V) ; cette structure est aussi celle du sous-espace analytique 
ferme de V defini par J^y, comme on le verifie a l'aide des propriete universelles 
respectives de ces deux espaces. 



14 



(0.15) Un morphismc / : Z — > X entre espaces analytiques est appele une 
immersion fermee s'il existe un faisceau coherent d'ideaux ^ sur X et un X- 
isomorphismc entre Z et V(^) ; l'ideal J 1 est dans ce cas uniquement determine, 
puisquc il s'idcntifie au noyau de &x G — ► f*&z G - La composee de deux immer- 
sions fermees est une immersion fermee, et le fait d'etre une immersion fermee 
est stable par schangement de base. 

(0.16) Soit X un espace analytique et soit Y un ferine de Zariski de X. Choisis- 
sons un faisceau coherent d'ideaux J? dont Y est le lieu des zeros, et munissons 
Y de la structure correspondante. Soit Z une partie de Y ; alors Z est un ferme 
de Zariski de X si et seulement si Z est un ferme de Zariski de Y. En effet, si Z 
est un ferme de Zariski de X, c'est aussi un ferme de Zariski de Y en vertu du 
I0I10I3I ; et si Z est un ferme de Zariski de Y, il s'ecrit comme le lieu des zeros 
d'un faisceau coherent d'ideaux de Gy G ', si Jff designe l'image reciproque de 
t* J? par &x G — ► t« (?y g • ou i est le morphisme naturel Y — ► X, il est immediat 
que Z est le lieu des zeros du faisceau coherent d'ideaux de Gx G ■ La topo- 
logie de Zariski de Y est done, independamment du faisceau coherent d'ideaux 
utilise pour faire de Y un sous-espace analytique ferme de X, induite par la 
topologie de Zariski de X. 

(0.17) Soit k un corps ultrametrique complet et soit X un espace fc-analytique. 
La diagonale X — > X X est G-localement sur X une immersion fermee ([3], 
§1.4) ; son faisceau conormal ([3], §1.3) est un faisceau coherent sur X qui sera 
note &x/k > s * ^ es * un domaine afhno'ide de X alors U^^ k (V) s'identifie au 
module des fc-differentielles bornees de s$v (0,§3.3). Signalons que par souci de 
simplicite, nous avons choisi de noter Sl X j k ce que Berkovich designe par &x G /k- 

(0.18) Si k est un corps ultrametrique complet, on notera k son corps residuel. 
On appellera extension complete de k la donnee d'un corps ultrametrique com- 
plet L et d'une injection isometrique k <—* L. Si L est une extension complete 
de k, on notera d(L/k) l'element 

dcg. tr. (L/k) + dimQ Q ® z (|L*|/|fc*|) G NU {+oo}. 

Notons que d(./.) satsifait de maniere evidente une regie de transitivite : si L 
est une extension complete de k et si F est une extension complete de L alors 
d(F/k) =d(F/L) + d(L/k). 

(0.19) Soit k un corps ultrametrique complet et soient F et K deux extensions 
completes de k. Une extension complete de k composee de F et K est la donnee 
d'une extension complete L de k et de deux injections isometriques F =— > L et 
i£ =— > L qui coincident sur fc et dont la reunion des images engendre un sous- 
corps dense de L. Une telle extension composee existe toujours : en effet, Ff&kK 
s'injecte dans F^kK ([H], th. 1, 4°), qui est done un anneau de Banach non nul. 
Des lors, ^£{F®kK) est non vide ([2], th. 1.2.1) ; choisissons y <E Jt{F®\~K). 
Le corps Jf?(y) est alors une extension complete composee de F et de K. 

(0.20) Soit k un corps ultrametrique complet et soit L une extension complete 
de k. 

(0.20.1) Si est une algebre fc-afhnoide, on notera £?l l'algebre L-afhnoidc 
L(&k£# ; c'est une ^-algebre fidelement plate ([3], lemme 2.1.2). Si SE est un 
^/-schema de type fini, on posera 3&l = X (E)^ s^l- 
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(0.20.2) Si X est un espace fc-analytique, on notera Xl l'espace L-analytique 
dcduit dc X par extension des scalaires de fc a L. On dispose d'une application 
continue Xl — > X qui est surjective (c/. [T5], 0.5) ; lorsque X est bon, Xl — > X 
est plat en tant que morphisme d'espaces localement anneles cor. 2.1.3). 

(0.20.3) Si X est un espace fc-analytique compact et s'il existe une famille 
fitrante (Li) de sous-corps complets de L contenant fc telle que le corps [J Li 
soit dense dans L, alors Papplication continue canonique Xl — * limX^ est un 

homeomorphisme. En effet comme Xl est compact et limX^ separe (puisque 

X, etant compact, est par definition topologiquement separe), il suffit de verifier 
que cette application est bijective ; on peut, pour ce faire, supposer que X est 
fc-affinoide; notons srf l'algebre des fonctions analytiques sur X. Si cp et ip sont 
deux semi-normes multiplicatives bornees sur s^l dont les restrictions a si Li 
coincident pour tout i, elles sont egales par densite de la reunion des images des 
s^Li dans si, ce qui etablit l'injectivite de Xl — > limX^. L'image I de Xl par 

cette fleche est compacte, et done fermee (rappelons que le but est separe, cf. 
supra). Soit U son ouvert complcmcntaire ; s'il etait non vide, il existerait un 
indice j et un ouvert non vide V de Xl tel que U contienne l'image reciproque V 
de V dans limXz^ ; mais V contient l'image de Vl, laquelle est un sous-ensemble 

non vide de I ; en consequence, Un I ^ 0, ce qui est absurde ; des lors U est vide et 
Xl — ► limXLi est surjective, et finalement bijective, ce qu'il fallait demontrer. 

(0.20.4) Signalons un cas particulier important (que Ton aurait pu etablir 
directement) de la situation generale traitee au I0I20I3I ci-dessus : celui ou cha- 
cun des Li est une extension finie purement inseparable de k ; l'application na- 
turelle XL t — > X induit alors pour tout i un homeomorphisme entre les es- 
paces topologiques sous-jacents : en effet, comme Xz^ est compact et X separe, 
il suffit de verifier qu'elle est ensemblistement bijective, ce que l'on voit en 
considerant ses fibres. Puisque Xl — limX£ 4 par le 1012013] Xl — * X induit 

un homeomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents ; cette assertion 
s'etend immediatement, par reduction au cas affinoide, a un espace k-analytique 
X quelconque, i.e. non necessairement compact. 

(0.21) Soit srf une algebre affinoide, et soit 38 l'anneau des fonctions d'un 
domaine affinoide de *>#(.«/). La ,e/-algebre &§ est plate ([2], prop. 2.2.4). Par 
un argument de limite inductive, on en deduit le fait suivant : si Y est un bon 
domaine analytique d'un bon espace analytique X, la fleche Y X est un 
morphisme plat d'espaces localement anneles. 

(0.22) Soit k un corps ultrametriquc complet, soit srf une algebre fc-affino'ide 
et soit 3C un ^-schema de type fini. On designera par <5£" an l'analytifie de ^* 
(0) prop. 2.6.1) ; e'est un bon espace fc-analytique, muni d'une fleche surjective 
JT an — > JT, qui est plate en tant que morphisme d'espaces localement anneles 
(0, prop. 2.6.2) ; si X — Spec srf alors ^" an = Jt(s4). Si L est une extension 
complete de fc, il resulte de la propriete universelle qui definit J?T an que (^i,) an 
et (^ an )i sont canoniquement isomorphes; on pourra de ce fait ecrire 3fr£ n 
sans qu'il y ait ambiguite. 

Soit & un faisceau coherent sur 5£ ; si x est un point de 36 ', on notera 
& ® & a; t yi la fibre de J? en x. Si p designe le morphisme de sites anneles 
3££ n — > X ', alors p*,jP est un faisceau coherent sur ^ an , que l'on notera jF an ; 
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si x est un point de 3E an d'image x sur 3> , on dispose d'un isomorphismc 
naturel J^" an ® 0gr**, x — ® @SC,-x) ,n .i- Pour cette raison, on 

ccrira & <g> ^x^,x au lieu de ^ an ® %s» iS . 

(0.23) Un polyrayon sera une famille finie de reels strictement positifs. Si k est 
un corps ultrametrique complet et si r est un polyrayon, on notera k r l'algebre 
des fonctions analytiques du domaine affinoi'de de l'espace affine defini par la 
condition |T| = r; on dira que r est k-libre s'il constitue une famille libre 
de Q (8>z (K* /|fc*|). Si r est fc- fibre, k r est un corps, et plus precisement une 
extension complete de k (c/. [T§], 1.2.2); dans ce cas, on mettra simplement 
r en indice au lieu de k r pour noter l'extension des scalaires de k si 
(resp. X) est une algebre fc-affino'ide (resp. un espace fc-analytique) on dira qu'un 
polyrayon deploie si (resp. X) si r est fc-libre, si |fc*| ^ {1} et si si T (resp. X r ) 
est strictement fc r -affinoide (resp. strictement fc r -analytique) . 

(0.24) Soit k un corps ultrametrique complet et soit r un polyrayon fc-libre. 
Soit si une algebre fc r -affinoide et soit 3C un jzZ-schema de type fini. L'algebre 
si , vue simplement comme une fc-algebre de Banacb, est fc-affinoide. II resulte 
de la propriete universelle de l'analytification que l'espace 5E &n ne depend pas 
du fait que Ton considere si comme fc-affino'ide ou comme fc r -afiinoide. 

(0.25) Soit k un corps ultrametrique complet, soit r un polyrayon fc-libre et soit 
X un espace fc-analytique. Soit x E X. La fibre de X r — ► X en X s'identifie a 
l'espace Jff(x) -affinoi'de jtf{3f?(x)®kkr) ; on notera <r(x) l'unique point du bord 
de Shilov de cet espace; il correspond a la semi-norme Yl a iT l i— > max^/jr^ 
(oil ai € J4?(x) pour tout I). L'application x i— > o~(x) est une section continue 
de X r — > X (PJ, lemma 3.2.2 (i)), que Ton appellera la section de Shilov. 

Soit SE un schema de type fini sur une algebre fc-affino'ide si et soit un 
ouvert de Zariski de 3E r . Soit a : 3E an — > SE T an la section de Shilov. II existe 
alors un ouvert de Zariski "V de SE tel que cr _1 (^ an ) = ^ an (remarquons qu'un 
tel "V est necessairement unique, puisqu'il coincide alors forcement avec l'image 
de (j _1 (^' an ) sur SE). Pour le voir on se ramene, la question etant locale sur 
SE , au cas ou ce dernier est affine ; soit 88 son anneau des fonctions. II existe 
une famille (fj) d'elements de 8§ ®^ si r telle que soit reunion des lieux 
d'inversibilite des fj. Pour tout j, on peut ecrire fj sous la forme ajjT 1 , ou 
les clj j appartiennent a 88. Par definition de <r, l'ouvert cr _1 ( I ^ an ) est l'ensemble 
des x <E SE &n tels que max \aij(x)\r I ^ pour au moins un indice j, soit encore 
l'ensemble des x G SE &n tels que aij(x) ^ pour au moins un couple (J, j) ; 
il s'identifie done a •^ /an , oil "V est l'ouvert de Zariski de SE defini comme la 
reunion des lieux d'inversibilite des ajj. 

(0.26) II existe une bonne theorie de la dimension dans le contexte des espaces 
de Bcrkovich, qui se comporte comme on s'y attend ; pour ses definitions (dues 
a Bcrkovich) et les demonstrations de ses principales proprietes, on pourra se 
reporter au paragraphe 1 de [T^]. Soit X un espace analytique sur un corps 
ultrametrique complet k. 

On sait definir la dimension k- analytique de X, notee dim^ X, ainsi que 
la dimension fc-analytique de X en l'un de ses points x, notee dim^ X. Re- 
marquons que dim^- X et dim^ ^ X dependent en general effectivement de fc, 
et pas seulement de X et x ; ainsi si r est un reel fc-libre, dim^ ji((k r ) = 1 
et dimfe r .4((k T ) = 0. Rappelons maintenant quelques faits ; l'ordre dans lequel 
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nous les presentons ici diffcre en partie de celui dans lequel ils sont demontres 
dans la litterature. 

(0.26.1) Si X est strictement fc-affmo'ide alors dim^ X coincide avec la dimen- 
sion de Krull de X pour la topologie de Zariski. 

(0.26.2) Dans le cas general, dim^ X — supdim^ V, oil V parcourt l'ensemble 

v 

des domaines affinoi'des de X. 

(0.26.3) L'on demontre que dimj. X = sup d(J(?(x)/k). II en decoule que si 

x€X 

X — > y£(k) se factorise par ^{V) pour une certaine extension finie L de fc, 
auquel cas X peut naturellement etre vu comme un espace L-analytique, alors 
diniL X = dinife X : cela provient simplement du fait que d(L/k) — 0, et de la 
transitivite de d (./.). 

(0.26.4) Si L est une extension complete de k alors dim^ X = dim^ X^. 

(0.26.5) Soit Y un ferine de Zariski de X et soit V un domaine analytique de 
X ; munissons Y d'une structure de sous-espace analytique ferme de X . On a 
dimfc V dimfc X et dim^ Y dim^ X . Comme V f~)Y peut etre vu aussi bien 
comme un sous-espace analytique ferme de V que comme un domaine analytique 
que Y, on en deduit que dim^ (V P\Y) dim^ V et dinifc (V DY) ^ dim;. Y. 

On verifie, par exemple a I'aide de la formule donnee aw lOI26l3"l que dim^ Y 
et dinifc (VnY) ne dependent pas de la structure de sous-espace analytique ferme 
dont on a muni Y ; pour cette raison, nous nous permettrons le plus souvent de 
les evoquer sans prendre la peine de fixer une telle structure. 

(0.26.6) Si x G X on pose dim^ X = mfdim^ V, ou V parcourt l'ensemble 

des domaines analytiques de X qui contiennent x ; on voit immediatement que 
dimfc X = sup dinifc^ X, et que si V est un domaine analytique de X et si x 

est un point de V alors dim^ V = dim^ , x X. 

(0.26.7) Si X est fc-affinoide alors pour tout x £ X l'entier dim^^ X coincide 
avec le maximum des dimensions fc-analytiques des composantes irreductibles 
de X qui contiennent x, et dim^ X est done egal au maximum des dimensions 
fc-analytiques des composantes irreductibles de X 

(0.26.8) Si L est une extension complete de k, si x est un point de X et si y 
est un point de Xl situe au-dessus de x alors dim*,^ X = dimz, )3/ Xl- Notons 
qu'au vu du 10126171 ci-dessus. ceci entraine que si X est affinoide et irreductible 
de dimension fc-analytique d, alors toutes les composantes irreductibles de Xl 
sont de dimension /c-analytique d ; en realite, on commence par demontrer ce fait 
pour en deduire l'invariance de la dimension locale par extension des scalaires. 

(0.26.9) Si X est fc-affmo'ide irreductible et si Y est un ferme de Zariski 
irreductible de X alors dim^ Y + codimKmii (Y, X) — dim^ X ; dans le cas 
strictement fc-affinoide remarquons que cette egalite s'ecrit tout simplement 
dimKruii Y + codimKruii (Y, X) = dimKrull X, et e'est d'ailleurs ce cas particulier 
que l'on prouve en premier lieu avant d'en deduire la validite de la formule en 
general. 

Notons deux consequences de ce qui precede. La premiere est immediate : 
si X est fc-affmo'ide irreductible et si Y est un ferme de Zariski strict de X, 
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alors diuik Y < dim^ X ; la seconde se fonde sur le fait qu'un espace affinoide 
irreductible reste equidimensionnel apres extension des scalaires (cf. IOI26t5|) : si 
X est un espace fc-affino'ide, si Y est un ferine de Zariski de X et si L est une 
extension complete de k, alors codiniKmii (Yl,Xl) = codiniKruii (Y,X). 

(0.26.10) Supposons que |fc*| ^ {1} et que X est strictement fc-affmoi'de, 
et soit x un point rigide de X. Notons X le spectre de l'anneau des fonc- 
tions analytiques sur X et designons par x l'image de x sur 3£ ' . On a alors 
diniKmii @x,x = diniKmii = dim x X. Cette egalite est etablie au cours de 

la demonstration du lemme 1.23 de [19] . avec une reference au lemme 1.12 de 
op. cit. Signalons que dans la preuve de ce dernier l'egalite du lOI26l9l est utilisec 
implicitement (dans le cas strictement fc-affino'ide, oil elle ne met en jeu que des 
dimensions de Krull). 

(0.27) Si le corps de base est determine sans ambigu'ite (ou eventuellement a 
une extension finie pres, cf. 1012615]) on parlera simplement de dimension, et non 
de dimension fc-analytique, et l'on utilisera des notations du type dim X ou 
dim x X de preference a dim^ X et dim^ X. Nous commettrons notamment, 
sauf mention expresse du contraire, les abus suivants : 

• si l'on travaille avec un espace X dont on a precise qu'il etait fc-analytique 
pour un certain corps ultrametrique complet k, la notion de dimension, 
lorsqu'elle concernera X, l'un de ses domaines analytiques, l'un de ses 
fermes de Zariski, etc. , sera toujours a prendre au sens de « dimension fc- 
analytique » ; si L est une extension complete de k la notion de dimension, 
lorsqu'elle concernera Xl, l'un de ses domaines analytiques, l'un de ses 
fermes de Zariski, etc. , sera toujours a prendre au sens de « dimension 
i-analytique » ; 

• si l'on travaille avec un espace analytique X sans mention d'un corps de 
base, la notion de dimension, lorsqu'elle concernera X , l'un de ses domaines 
analytiques, l'un de ses fermes de Zariski, etc. sera toujours a prendre 
au sens de « dimension fc-analytique » , ou k est le corps ultrametrique 
complet qui fait implicitement partie de la donnee de X. 

(0.28) Soit / : Y — > X un morphisme fini d'espaces analytiques. On a vu 
fcxcmple l0ll3p que f(Y) est un ferine de Zariski de X. Sa dimension est egale a 
celle de Y : en effet si y £ Y, alors Jf?(y) est une extension finie de J$?(f(y)), ce 
qui entraine l'egalite d(Jf (y) / (f (y)) = ; on conclut a l'aide de la transitivite 
ded(./.). 

(0.29) Remarque. Soit X un espace affinoide irreductible, soit d sa dimension 
et soit Z un ferme de Zariski strict de X. Soit V un domaine analytique non 
vide de X . Comme X est irreductible, il est purement de dimension d et V est 
done de dimension d ; des inegalites dim V H Z ^ dim Z < d, l'on deduit que V 
n'est pas contenu dans Z ; ceci implique notamment que l'interieur topologique 
de Z dans X est vide. 

Algebre commutative 

(0.30) Les proprietes usuelles de l'algebre commutative. On definit trois 
ensembles de proprietes : 
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• l'ensemble , qui comprend les proprietes S m pour m dans N, ainsi que 
celle d'etre de Cohen-Macaulay ; ce sont des proprietes des modules de 
type fini sur un anneau local noetherien ; 

• l'ensemble J3, qui comprend la propriete d'etre de Gorenstein, ainsi que 
celle d'etre une intersection complete ; ce sont des proprietes des anneaux 
locaux noetheriens ; 

• l'ensemble M, qui comprend les proprietes R m pour m dans N, ainsi que 
celle d'etre regulier ; ce sont des proprietes des anneaux locaux noetheriens. 

(0.31) Soit / : & — > SE un morphisme plat de schemas localement noetheriens, 
soit y G W et soit x son image sur SE. Soit & un faisceau coherent sur SE . Soit 



P e yuJuf 

P, alors & 

& ® i 



si P G =2U^\ 
x satisfait P : 



on suppose que & - 
si &® £V X et 



Si ^ ® &<3/ <y satisfait 
satisfont P, alors 



satisfait P. 



Ce sont des assertions classiques ; pour leurs justifications, on pourra par 
exemple se referer a |21) . prop. 6.4.1 i) et ii) concernant les proprietes appar- 
tenant a 5? , a cf. [2T], prop. 6.5.3 i) et ii) concernant celles appartenant a ffl, 
a c/. [2S], th. 23.4 concernant le caractere de Gorenstein et enfin a [T] pour le 
caractere d'intersection complete. 

(0.32) Soit / : W — > SE un morphisme de schemas localement noetheriens. 
On dira que / est geometriquement regulier s'il est plat et si pour tout x G SE 
et toute extension finie purement inseparable F de k(x) le schema localement 
noetherien / _1 (x) (8> K ( X ) F es t regulier. 

(0.33) La definition de l'excellence que nous donnons ci-dessous est celle qui 
figure dans EGA IV ([2T], §7.8 et notamment def. 7.8.2) ; les quelques proprietes 
que nous enoncons ensuite sont demontrees dans loc. cit. 

Un anneau noetherien A est dit excellent s'il satisfait les proprietes suivantes : 

i) A est universellement catenaire ; 

ii) pour tout ideal premier a de A, le morphisme Spec A p — > Spec A p est 
geometriquement reguliei[f ; 

Hi) pour tout ideal premier p de A et pour toute extension finie radicielle F 
de k(p) il existe une sous A/p-algebre finie B de F, de corps des fractions 
egal a F, et telle que le lieu regulier de Spec B contienne un ouvert non 
vide. 

Si A est local, il suffit, pour qu'il soit excellent, qu'il satisfasse i), et que 
ii) soit vraie lorsque p est son ideal maximal. Si A est excellent, alors tout 
localise d'une A-algebre de type fini est encore excellent ; tout anneau excellent 
est universellement japonais ; si un schema localement noetherien SE admct 
un recouvrement par des ouverts affines dont les anneaux de fonctions sont 
excellents alors & gcitf/) est excellent pour tout ouvert affine ty£ de SE ; on dit 
dans ce cas que SE est excellent. 

(0.34) Exemples. 11 resulte immediatement de la definition que tout corps est 
excellent et que Z est excellent ; on peut montrer que les anneaux locaux d'un 



5 Sa platitude est automatique ; 
fibres que porte cette condition. 



e'est done uniquement sur la regularite geometrique des 
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espace analytique complexe sont excellents (on le voit au moyen d'un «critere 
jacobien» ; cf. [27 , th. 100, th. 101, et la remarque qui les suit). 

(0.35) Soit 2£ un schema excellent, soit Pe=5^Ui?U^'et soit & un faisceau 
coherent sur JT ; si P £ =3 U !M, on suppose que 9 = Gx- L'ensemble des 
points x de tels que & ® &x,x satisfasse P est alors un ouvert de Zariski de 
9C . En effet, hormis pour les proprietes d'etre de Gorenstein ou d'intersection 
complete, cela resulte de [51] . scholie 7.8.3, iv) ; en ce qui concerne le fait d'etre 
de Gorenstein, cela decoule d'un resultat de Greco et Marinari ([53], cf. [53], th. 
24.6) combine a la validite de notre assertion pour la regularity, au fait que celle- 
ci est vraie en le point generique d'un schema integre, et a celui qu'elle entraine 
le caractere de Gorenstein ; la justification est analogue en ce qui concerne le 
caractere d'intersection complete (le resultat de Greco et Marinari a utiliser 
dans ce cas figure aussi dans [23 , et est mentionne sans preuve dans [26] juste 
apres le th. 24.6). 

(0.36) Remarque. Si 3£ est un schema localement isomorphe a un sous- 
schema ferme d'un schema regulier alors l'ensemble des points x de tels que 
6 'sc , x soit d'intersection complete est un ouvert de 3£ et ce, sans hypothese 
d'excellence ([55], cor. 19.3.3). 

Quelques lemmes techniques 

(0.37) Lemme. Soit k un corps ultrametrique complet et soit r un polyrayon 
k-libre. Si Sj est un schema de type fini sur une algebre k-affinoide alors X 
est integre si et seulement si 3£ T est integre. 

Demonstration. On se ramene aussitot au cas ou 2£ est affine ; Ton note 
38 l'anneau des fonctions du schema . De la description de 38 T comme un 
anneau de series formelles a coefficients dans 38 Ton deduit immediatement que 
38 s'injecte dans 38 v ; il en decoule que si 38 v est integre alors 38 est integre. 

Supposons que 38 est integre. Puisque SS 38 r , l'anneau 38 T est non nul. 
Soient f et g deux elements de 38 T tels que fg — ; ecrivons f — //T 7 et 
g = J^di^ 1 ou l es // e ^ 9 1 appartiennent a 38. Soit x € ^" an . La fibre en x 
de JT r an -> ^T an s'identifie a J({J^(x) T ) et l'image de / (resp. g) dans Jf(x) T 
modulo cette identification n'est autre que fi{x)T I (resp. ff/( x )T 7 ) ; 1' on 
a done (^ //Oe)T 7 )(^ 5/( a; )T 7 ) = dans Jf?(x) r ; comme ce dernier est integre 
([T§j. 1.2.1), Ton a ou bien fi{x) — pour tout /, ou bien gi{x) = pour tout 
/. Soit (resp. J-i) l'ideal de 38 engendre par les // (resp. les gi) et soit 
(resp. ^2) le ferme de Zariski correspondant de SC . 

Par ce qui precede, Jf an = J^ an U iF 2 an ; comme S" an -> S~ est surjective, 
SC = Sf\ U 3?2- Le schema S£ etant integre, on a J>\ — ou J?2 = ; si Ton est 
dans le premier (resp. dans le second) cas alors tout les // (resp. tous les gi) 
sont nuls, et / = (resp. g = 0) ; l'anneau 38 r est done integre. □ 

(0.38) Lemme (Berkovich). Soit k un corps ultrametrique complet, soit 
une k-algebre de Banach et soit S un k-espace de Banach. Le £/ -module 
est plat et stf ®k $ — > s^®^S est injective. 

Demonstration. C'est le lemme 2.1.2 de [3J ; il est enonce lorsque srf est 
/c-affino'ide et lorsque $ est l'espace de Banach sous-jacent a une extension 
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complete K de k, mais sa demonstration n'utilise pas ces hypotheses et etablit 
en realite notre assertion. □ 

(0.39) Lemme. Soit k un corps ultrametrique complet et soient X et Y deux 
espaces k-analytiques. Soit z un point de X x^Y et soient x et y ses images 
respectives sur X etY . On a dim z X Y = dhn x X + dhn y Y . 

Demonstration. On se ramene aussitot au cas ou X et Y sont A;-affinoides. 
On peut prouver le resultat apres extension du corps de base, ce qui autorise 
a supposer que |fc*| 7^ {1}, que X et Y sont strictement fc-affmoi'des, et que z 
est un point fc-rationnel. On pose Z = X Y ; Ton designe par X le spectre 
de l'anneau des fonctions analytiques sur X et par x 1'image de x sur ; l'on 
definit de maniere analogue & ' , 3f ', y et z ; on appelle m l'ideal maximal de &s^^. 
Le schema 3f est plat d'apres le lemme IUI38I ci-dessus. et Ton a done 

dimKruii ^ir,z = diniKmii ^«r,x + dim Km ii ^F, z /m. 

Comme z est rigide, l'anneau local G^-^jx^ s'identifie a &&,y L'egalite ci-dessus 
peut alors, en vertu du 101261101 se reecrire dim 2 Z = dim a X + dim y Y, ce qu'il 
fallait demontrer. □ 

(0.40) Lemme. Soit X un espace affinoide et soit x un point de X tel que (?x,x 
soit integre. Le point x n'est situe que sur une seule composante irreductible de 
X. 

Demonstration. Soit Y une composante irreductible de X contenant x, et 
soit Z la reunion des composantes irreductibles de X distinctes de Y. Soit / 
une fonction analytique sur X qui est nulle en tout point de Y et dont le lieu des 
zeros ne contient aucune autre composante, et soit g une fonction analytique 
sur X qui est nulle en tout point de Z et dont le lieu des zeros ne contient pas 
Y. Le produit fg etant nilpotent et &x,x etant integre, Tune au moins des deux 
fonctions f et g est nulle au voisinage de x. Comme g\ Y n'est pas identiquement 
nulle et comme Y est irreductible, le lieu des zeros de g ne contient aucun ouvert 
non vide de Y (remarque IOI29p ; on en conclut que / est nulle au voisinage de 
x. Si T est une composante irreductible de X distincte de Y, alors f\x n'est 
pas identiquement nulle ; par le meme argument que precedemment, le lieu des 
zeros de / ne contient aucun ouvert non vide de T. II en decoule que x ^ T. □ 

(0.41) Remarque. Sous les hypotheses du lemme ci-dessus, Jerome Poineau 
a montre ([25], cor. 4.7) que le point x possede une base de voisinages afhno'ides 
irreductibles ; nous n'aurons pas besoin de cette assertion, dont la preuve est 
tres delicate. 

(0.42) Remarque. Conservons les hypotheses et notations du lemme ci-dessus. 
Soit srf l'algebre des fonctions analytiques sur X et soit p l'ideal premier de si 
qui correspond a l'unique composante irreductible de X contenant x. Chaque 
element de p s'annule alors en tout point d'un voisinage de x, done est nilpotent 
au voisinage de x, done d'imagc nulle dans Gx.x puisque ce dernier est integre. 
En consequence, ff^{^/ p ) fX = &x,x- 

(0.43) Lemme. Soit X un espace affinoide, soit x € X et soient pi,...,p r 
les ideaux premiers minimaux de &x,x- H existe un voisinage affinoide V de x 
dans X et des ideaux qi, . . . , q r de siy tels que les proprietes suivantes soient 
verifiees, en designant pour tout i par Fi le lieu des zeros de dans V : 
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i) (\i^x,x = Pi pour tout i ; 

ii) pour tout voisinage affinoi'de W de x dans V et pour tout indice i le 
point x n'appartient qu 'a une composante irreductible Gi de FiDW ; les Gi sont 
deux a deux distinctes et sont exactement les composantes irreductibles de W 
contenant x. 

Demonstration. Par noetherianite de ffx.x il existe un voisinage affinoi'de V 
de x et r ideaux qi, . . . , q r de siy teis que (\iffx,x = Pi pour tout i et tels que 
Yl c\i soit nilpotent. Pour tout i, designons par Fi le lieu des zeros de q^ dans V. 

Soit W un voisinage affinoi'de de x dans V. Munissons Fi<~)W de sa structure 
definie par l'ideal <\i£^w- L'anneau local &FiC\W,x s'identifie a €?x,x/pi et est done 
integre. Le lemme 101401 ci-dessus assure que x n'appartient qu'a une composante 
irreductible Gi de FjfW. Comme J] q» est nilpotent, V = \J F t et W = [j WnFi. 
Si Si designe pour tout i Pensemble des composantes irreductibles de W fl Fi, 
alors l'ensemble des composantes irreductibles de W est l'ensemble des elements 
maximaux cle . II suffit done pour conclure de s'assurer que si Gi C Gj alors 
i = 3- 

Soient done i et j deux indices tels que Gi C Gj et soit / G II existe un 
voisinage affinoi'de W de x dans V tel que W fl Fi C Gi . La fonction / est nulle 
sur Gj, done sur Gi, done sur W n Fi. L'image de / dans srf^ appartient done 
a J Hi^/Jy- On en deduit que pj C ^/pl = pi ; par consequent, i = j. □ 

Le lemme ci-dessous reprend un resultat de Berkovich ([3], lemme 2.1.6) 
sur les anneaux locaux analytiques et en enonce une consequence immediate 
concernant leurs completes. 

(0.44) Lemme ( Berkovich). Soit srf une algebre affinoi'de et soit <ty — > S£ 
un morphisme fini entre deux sztf -schemas de type fini. Soit x un point de <$£" an 
et soit {yi, . . . , y n } l'ensemble de ses antecedents sur ^ an . 

i) On dispose d'un isomorphisme naturel 

^x^Spec ^an :X ~]JSp 

ii) On dispose d'un isomorphisme naturel 

^x^Spec ^«, B 2iJJSp ee €/gra.n t y.. 

Demonstration. La question etant locale sur ^T an , on se ramene au cas ou 
3£ = Spec srf ; l'assertion i) est exactement le lemme 2.1.6 de [3], l'assertion ii) 
en decoule trivialement. □ 

(0.45) Remarque a. propos des objets de type denombrable. Soit k un 
corps ultrametrique complet et soit fco un sous-corps ferme de k. Nous aurons a 
plusieurs reprises recours au principe general suivant : si est un objet defini 
sur k dont la description ne necessite qu'une quantite (au plus) denombrable de 
parametres, alors est deja defini sur un sous-corps complet de k contenant 
ko et topologiquement de type denombrable sur ce dernier; la plupart du temps, 
nous nous contenterons d'enoncer lorsque nous en aurons besoin une declinaison 
precise de cet enonce un peu vague, en laissant au lecteur le soin de la justificr 
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par les arguments standard (et laborieux) ; seul un cas, concernant le complete 
d'un anneau local analytique, nous a paru requerir des explications detaillees 
(lemmeHMTU). 

1 Extensions analytiquement separables 

(1.1) On dira que deux families (ai)ig/ et (bi)nzj de reels strictement positifs 
sont equivalentes s'il existe un couple (A, B) de (R^) 2 tel que Aai Bo, 
pour tout i. Soit k un corps ultrametrique complet ; pour tout reel a > 0, soit 
-%,a le fc-espace de Banach dont l'espace vectoriel sous-jacent est k et dont la 
norme envoie 1 sur a ; on notera lk, a le scalaire 1 vu comme appartenant a ££k,a- 

Soit M un fc-espace de Banach et soit m = (ra;) une famille d'elements de 
M. Si a = (a,i) est equivalente a ||m|| := ( 1 1 rrii 1 1 ) , il existe une unique application 

lineaire bornee $ a de ©J%, ai vers M qui envoie sur rrii pour tout i. 

Rappelons qu'une application lineaire bornee ip : M — ► N entre deux k- 
espaces de Banach est ditc admissible si la bijection naturelle Im ip — > M/Ker ip 
est bornee, l'espace de gauche (resp. de droite) etant muni de la norme induite 
(resp. quotient). 

(1.2) Lemme. Les propositions suivantes sont equivalentes. 

i) Pour toute famille a equivalente a ||m||, I 'application $ a est injective 
(resp. bijective) et admissible. 

ii) L 'application 3>|| m || es t injective (resp. bijective) et admissible. 

Hi) II existe une famille (bi) et une injection (resp. bijection) lineaire ad- 
missible $ de @J£k,bi vers M qui envoie lk,bi sur rrij pour tout i. 

Demonstration. II est trivial que i) =>• ii) =>■ Hi). Si Hi) est vraie, alors (bi) 
est equivalente a ||m||. Si a = (a,) est equivalente a ||m||, elle est equivalente a 
(bi), et il existe done un isomorphisms admissible 

qui envoie lfc,Oj sur IfcA P our tout i ; par construction, <£> a = $ o et <£> a est 
done injective (resp. bijective) et admissible. □ 

(1.3) Definition. On dira que m est une famille topologiquement k-libre (resp. 
est une k-base topologique) de M si 3>|| m || est injective (resp. bijective) et ad- 
missible. 

(1.3.1) Toute injection (resp. bijection) admissible transforme une famille to- 
pologiquement fc-libre (resp. une fc-base topologique) en une famille topologi- 
quement fc-libre (resp. en une fc-base topologique). 

(1.3.2) Soit L une extension complete de k. Le foncteur L®k transforme suites 
exactes courtes admissibles en suites exactes courtes admissibles ([23], §2, th. 
1 ; [3J, preuve du lemme 2.1.2) ; comme J£k,a®kL ~ -S?L,a pour tout a, on en 
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deduit que si m est une famille topologiquement fc-libre (resp. est une fc-base 
topologique) de M, alors l®m est une famille topologiquement L-libre (resp. 
est une L-base topologique) de L®uM. 

(1.3.3) Soit r un reel strictement positif. Soit $ : N — > M une application 
lineaire entre deux fc-espaces de Banach. Si $ est une injection (resp. une bi- 
jection) admissible, e'est encore une injection (resp. une bijection) admissible 
lorsqu'on la considere comme une application (fc, |.| r )-lineaire de (N, ||.|| r ) vers 
(M, ||.|| r ). Par ailleurs, pour tout a > 0, le (fc, |.| r )-espace de Banach (_2fe, a , I NT) 
s'identifie a JCr^ i |r) i0 r. 

On deduit de ces remarques que si m est une famille topologiquement fc-libre 
(resp. est une fc-base topologique) du fc-espace de Banach M, alors m est une 
famille topologiquement (fc, |.| r )-libre (resp. est une (fc, |.| r )-base topologique) 
du (fc, |.| r )-espace de Banach (M, ||.|| r ). 

(1.4) Soit fc un corps ultrametrique complet de caracteristique p > 0. Soit 
une fc-algebre de Banach, et soit a = (oi)ig/ une famille d'elements de 3§, tels 
que a\ appartienne pour tout i a l'image de fc. Soit JV l'ensemble des families, 
indexees par / et a support fini, d'entiers compris entre et p— 1. On dira que a 
est une famille topologiquement p-libre (resp. est une p-base topologique) de £$ 
sur fc si (a n ) n6i/ )/ est une famille topologiquement fc-libre (resp. est une fc-base 
topologique) de 9S. 

(1.5) Exemple. Soit F une sous-fc-extension complete de k x / p , topologique- 
ment de type denombrable sur fc. Alors F possede une p-base topologique sur 
fc : si |fc*| = {1}, il n'y a qu'a prendre une p-base algebrique; sinon, e'est un 
theoreme de Kiehl ([25] Satz 1.4). 

(1.6) Lemme. Soit k un corps ultrametrique complet de caracteristique p > 0. 
Soit L une extension complete de fc, et soit F une sous-k- extension complete 
de k x l v ; on considere k 1 ^ et F comme plonges dans L^' v . Supposons que F 
possede une p-base topologique a = {&{) sur k qui est topologiquement p-libre sur 
L. La semi-norme 

h ®%i^>\ ^ hxi | 

de L®kF est alors une norme, equivalente a la norme tensorielle. 

Demonstration. Soit JV l'ensemble des families, indexees par J et a support 
fini, d'entiers compris entre et p — 1. II existe un isomorphisme admissible 
$ : jSfjj.i a n| ~ F, qui envoie lfe,|a"| sur a " pour tout n; notons $l la fleche 

deduite de $ apres tensorisation par L ; e'est encore un isomorphisme admissible. 

Posons [i = ^2 U ® x i l— * S hxi- La composee p$i est une application L- 
lineaire bornee de (§)Jt?L.\a n \ vers L x / p qui envoie li,|a n | sur a " pour tout n. Or 
a est une famille topologiquement p-libre de la L-algebre L x / p ; en consequence, 
fio$i est une injection admissible, d'ou il resulte que /x est elle aussi injective 
et admissible ; ceci acheve la demonstration. □ 
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(1.7) Proposition. Soit k un corps ultrametrique complet de caracteristique 
p > 0. Soit L une extension complete de k; on considere k 1 ^ comme plonge 
dans L 1 ^ . Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

i) la semi-norme ^ h ® %i i— ► | Uxi \ de I'algebre L<g)/ c fc 1 / p est une norme 

equivalente a la norme tensorielle ; 

ii) toute famille d'elements de k 1 ' p qui est topologiquement p-libre sur k est 
topologiquement p-libre sur L ; 

Hi) toute famille denombrable d'elements de k 1 ' p qui est topologiquement 
p-libre sur k est topologiquement p-libre sur L. 

De plus, pour que ces proprietes equivalentes soient satisfaites, il est suffisant, 
et necessaire si k 1 ^ est topologiquement de type denombrable sur k, qu'il existe 
une p-base topologique de la k-algebre k 1 ' p qui soit topologiquement p-libre sur 
L. 

Demonstration. Soit p l'application ^ h ® x% <— > X] k%i- 

(1.7.1) Prouvons que i) implique ii). On suppose que i) est verifiee. Comme 
\.\o jji est d'apres l'hypothese i) une norme equivalente a la norme tensorielle, fi 
est une injection L-lineaire admissible de L(&kk 1 / p dans L 1 l p . 

Soit (ai) une famille d'elements de k x l p topologiquement p-libre sur k. II 
decoule du I1I3I2I que (1 Cg) ai) est une famille d'elements de L(g)/ c fc 1 / p qui est 
topologiquement p-libre sur L; en vertu du 1 1 131 1 (. (a^) = (p(l ® a^)) constitue 
une famille d'elements de L x / p qui est topologiquement p-libre sur L. 

(1.7.2) L'implication ii) Hi) est evidente. 

(1.7.3) Prouvons que Hi) => i). On fait l'hypothese que Hi) est verifiee. 

Remarque preliminaire. Soit F une sous-fc-extension complete de k x / p , to- 
pologiquement de type denombrable sur k. Ellc possede (c/. exemple 1 115 1) une 
p-base topologique denombrable (dj) sur k. Par l'hypothese Hi), (aj) est une 
famille topologiquement p-libre sur L. Le lemme assure alors que la semi- 
norme |.| o fi de L®kF est une norme equivalente a la norme tensorielle. 

Suite de la preuve. Soit (y n ) une suite d'elements de L®] : k Y l p telle que fJ.(y n ) 
tende vers zero quand n tend vers l'infini. II existe une sous-fc-extension F de 
k 1 ^ , topologiquement de type denombrable et telle que y n appartienne a L®kF 
pour tout n. D'apres la remarque ci-dessus, |.| o fj, est une norme de L®]~F, 
equivalente a la norme tensorielle. On en deduit que y n tend vers zero au sens 
de la norme tensorielle sur L(g>kF ; elle tend a fortiori vers zero au sens de la 
norme tensorielle sur L®fcfc 1 / p , et i) est demontre. 

(1.7.4) En ce qui concerne la derniere assertion, elle decoule immediatement du 
lemme fTTBI et de l'exemple lll5l □ 
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(1.8) Definition. On dira qu'une extension de corps ultrametriques complets 
est analytiquement separable s'ils sont de caracteristique nullc ou si les trois 
proprietes equivalentes de la proposition 11171 sont satisfaites. 

(1.9) Exemples. Soit k un corps ultramctrique complet de caracteristique 
p > 0. 

(1.9.1) Si k est parfait, toute extension de k est analytiquement separable, 
puisque k x / p s'identifie alors a k. 

(1.9.2) Si L est une extension analytiquement separable de k, et si F est 
une sous-fc-extension complete de L, alors F est une extension analytiquement 
separable de k ; on le voit a l'aide de la propriete ii) de la proposition 11171 

(1.9.3) Si L est une extension analytiquement separable de k, et si M est une 
extension analytiquement separable de L, alors M est une extension analytique- 
ment separable de k ; on le deduit de la propriete ii) de la proposition 11171 

(1.9.4) Soit L une extension finie de k. La fleche naturelle L®uk 1 / p — > L®uk 1 / p 
est alors un isomorphisme, et le corps L est par ailleurs separable sur k si et 
seulement si L ®u fc 1/,p est un corps (cf. [26 , th. 26.2). On va montrer, en se 
fondant sur ces deux remarques, que L est separable sur k si et seulement si L 
est analytiquement separable sur k. 

• Si L est separable sur k, alors L®kk x ^ p = £<8fc k 1 ^ est un corps de dimen- 
sion finie sur fc 1//p . La semi-norme multiplicative Y] lj ® Xj t— > | Yl liXi\ 1 / p 
est de ce fait injective, et est done une norme. Elle est equivalente a la 
normc tensorielle : on le verifie directement si \k*\ = {1} (auquel cas les 
deux sont triviales), et sinon cela resulte de Pequivalence des normes en 
dimension finie. En consequence, L est analytiquement separable sur k. 

• Si L est analytiquement separable sur k, la semi-norme multiplicative 

h®Xi i— > | hxi] 1 ^ est une norme, et la i-algebre L®uk 1 / p = L®kk x l p 
est done integre. Comme elle est par ailleurs entiere, e'est un corps, et L 
est des lors separable sur k. 

(1.10) Universelle multiplicativite et separabilite analytique. Soit L 
une extension complete de k. Supposons que la norme tensorielle de L^kk 1 ^ 
soit multiplicative. La L-algebre L®kk 1 l p est des lors integre, et par ailleurs 
entiere ; e'est done un corps. La norme tensorielle est une valeur absolue de 
ce corps, l'application Y2h <8> Xi i— ► IJ^^ 2 -*! en es t une autre, majoree par la 
precedente ; on en deduit que ces deux valeurs absolues coincident, et L est de 
ce fait analytiquement separable sur k. 

On est notamment dans cette situation si la valeur absolue de L est univer- 
sellement multiplicative {peaked dans la terminologie de Berkovich), e'est-a-dire 
si la norme tensorielle de L(§kF est multiplicative pour toute extension complete 
F de k. 

(1.10.1) Exemple. Si r est un polyrayon fc-libre, alors la valeur absolue de 
k T est, par un calcul explicite immediat, universellement multiplicative ; par 
consequent, k r est une extension analytiquement separable de k. 
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(1.10.2) Lemme (Berkovich, [2j, lemma 5.5.2.) Soit srf une algebre k- 
affinoi'de dont la norme est universellement multiplicative, et soit x I'unique 
point du bord de Shilov de j$(sd}. La valeur absolue de I'extension Jf?(x) de k 
est alors universellement multiplicative. 

Demonstration. Soit F une extension complete de k. Par hypothese, la 
norme de s^^^F est multiplicative. Le bord de Shilov de l'espace affinoidc 
^{s/®kF) est done un singleton {y} ; le point y etant situe au-dessus de x, il 
peut etre vu comme appartenant a ^((JF (x)®kF). Soit ip le morphisme cano- 
nique s^^^F — > ,3^(x)®kF et soit / € s^®^F . On a 

= 11/11 >\W)\\>W)(y)\ = \f(y)\; 

on en deduit que ||<p(/)ll = ||/||. 

Soit A la sous-algebre de ,3^(x)®kF constitute des elements de la forme 
a(x)~ 1 ip(f), ou a est une fonction appartenant a srf et inversible en x (i.e. non 
nulle) et ou / € £$?®kF. Donnons-nous un element a(x)~ 1 ip(f) de A. On a 

IKz)-V(/)ll = \a{x)\-\Mf)\\ = Hx^.m (*) , 

la premiere egalite provenant du fait que la norme tensorielle sur Jj?(x)®kF est 
une norme de ^(a;)-algebre, et la seconde decoulant de ce qui precede. 

Soient a = a(x)^ 1 (p(f) et b = b(x)~ 1 tp(g) deux elements de A. On peut ecrire 

||ab|| = \\a(x)-ib(x)-^(fMg)\\ 

= \\a(x)-H(x)-Mf9)\\ 
= \a(x)\-\\b(x)\-\\\fg\\, 

la derniere egalite se fondant sur (*). Comme la norme ||.|| est multiplicative, 
la^r 1 .|^)l~ 1 -ll/<?l I = K^rM^rMl/IUMI ; en utilisant a nouveau (*), 
il vicnt 

\a(x)\~\\b(x)\-\\\f\\.\\g\\ = || a (^)-V(/)ll-ll&(^)-V(5)ll = ||a||.||b||. 

En conclusion, la restriction de la norme de Jf?(x)(£>kF a A est multiplicative; 
comme A est dense dans Ji?(x)®kF, la norme de Jf? (x)®kF est multiplicative, 
cc qu'il fallait demontrer. □ 

(1.10.3) Exemples. 

• Soit r un polyrayon, soit X le polydisque correspondant, et soit r\ I'unique 
point du bord de Shilov de X. La norme spectrale de l'algebre des fonctions 
analytiques sur X est, par un calcul direct, universellement multiplicative. 
En vertu du lemme ci-dessus, la valeur absolue de J4?(j]) est universel- 
lement multiplicative, et ^(r\) est done une extension analytiquement 
separable de k. Notons que si r est &-libre, J^(n) = k r ; on retrouve ainsi 
TexemplelUlOJU 



"Notre lemme est moins general que celui de Berkovich, mais la preuve de ce dernier 
reposant sur raffirmation non justifiee qu'une certaine fleche est une injection isometrique, 
nous l'avons modifiee pour eviter le recours a cet argument ; et ce, au prix d'un affaiblissement 
de Penonce. 
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• Supposons que la valeur absolue de k n'est pas triviale et soit srf une 
algebre strictement fc-affino'ide distinguee (|10j. 6.4.3, def. 2). Supposons 
que la fc-algebre srf° j si°° est geomctriquement integre, et soit r\ l'uniquc 
point du bord de Shilov de ^f(&f). D'apres la proposition 5.2.5 de [2], 
la norme spectrale de est universellement multiplicative. En vertu du 
lemme ci-dessus, la valeur absolue de Jf?(r)) est universellement multipli- 
cative, et est done une extension analytiquement separable de k. 

2 Excellence des algebres et espaces affino'fdes 
Exhibition d'un ouvert regulier 

(2.1) Lemme. Soit n un entier, soit V un domaine affinoide de A^' an et soit 
£/ I'algebre associee a V. L'anneau et I'espace localement annele V sont 
reguliers. 

Demonstration. En vertu de la fidele platitude de V — > Spec si ', il suffit 
de montrer l'assertion relative a I'espace localement annele V. Soit v S V ; on 
va demontrer que &v,v est regulier. Si L est une extension complete de fc, le 
morphisme d'espaces localement anneles Vl — * V est fidelement plat ; il suffit 
done d'etablir la regularite de &v L ,w pour n'importe quel antecedent w de v 
sur Vl ; ceci permet de se ramener au cas ou v est un fc-point de V. II existe 
un polydisque ferme B qui contient V ; le point rigide v appartient a l'interieur 
topologique de V dans ID et Ton a done &v,v = &b,v Comme v est un fc-point, il 
possede une base de voisinages dans D formee de polydisques, et &n,v s'identifie 
de ce fait a l'anneau des series convergentes en n variables t\, . . . , T n dont il est 
immediat que (n, . . . ,r n ) constitue un systeme regulier de parametres. □ 

(2.2) Proposition. Soit 2£ un schema de type fini integre sur une algebre 
k-affinoi'de srf et soit L une extension complete (resp. une extension complete 
analytiquement separable^ de k. 

a) II existe un ouvert de Zariski non vide de tel que les anneaux locaux 
de et ^l soient d 'intersection complete (resp. reguliers). 

b) Si est strictement k r -affinoide pour un certain polyrayon k-libre r, il 
existe deux ouverts de Zariski "V et W de ,% qui possedent les proprietes 
suivantes : 

b ) + V c W ; 

bi) si 5£ = Spec £/, alors W = 3£ ; 

62) pour tout x G F™, Vimage reciproque de Yl sur Spec 6w n ,x sst un 
schema qui est d 'intersection complete en chacun de ses points (resp. 
un schema regulier) ; 

b^) pour tout x £ Wl, Vimage reciproque de Yl sur Spec ^#" L ,x est un 
schema qui est d 'intersection complete en chacun de ses points (resp. 
un schema regulier). 

Demonstration. Commengons par quelques remarques. 
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(2.2.1) Soit W un ouvert de Zariski de 5£ , soit x £ W£ n et soit x l'image de 

x sur Wl- Comme ffw? n ,x est une i^V^ ;X -algebre plate, &wi n ,x est une &w L ,x.- 
algebre plate; en consequence, 6 2 ) => 63) (|OI3ip . 

(2.2.2) Supposons que b) a ete prouvee. Soit r un polyrayon deployant si ; 
l'assertion b), appliquee au schema 2£ v qui est integre (lemme l"OI37p et de type 
fini sur l'algebre /c-affinoide s/ r , laquelle est strictement /c r -afnnoide, fournit en 
particulicr un ouvert non vide "f de 2£ T tel que pour tout x £ Y£ n , l'anncau 
0-y^ x soit d'intersection complete (resp. regulier). Designons par % l'ouvert 
de V tel que a' 1 = <%T an , ou a est la section de Shilov de %™ -> JT an 
(c/. IOI25p . Soit y appartenant a ^'/ n ; notons y son image sur Comme a(y) 
appartient a *f£ n , l'anneau &~v^,a{y) es t d'intersection complete (resp. regulier). 

La platitude de G<^ h ,y — > &"//^, v et de ff<^^ y — > tf^M^j implique (|OI3ip que 
les anneaux locaux de ^jf" (resp. 1&x) en y (resp. y) sont d'intersection complete 
(resp. reguliers), et a) est demontree. 

(2.2.3) D'apres Ie l2l2l2l ci-dessus il suffit, pour prouver la proposition, d'etablir 
l'assertion b) ; Ton peut meme, en vertu du 1212111 se contenter d'exhiber un 
couple (y,W) d'ouverts de 2£ qui satisfont bo), 61) et 62). 

A partir de maintenant, on suppose done que si est strictement k r -affinoide 
pour un certain polyrayon k-libre r. 

(2.2.4) Soit l'adherence de Zariski de l'image de X sur Spec si. La version 
analytique du lemme de normalisation de Noether assure l'existence d'une fleche 
finie et surjective — » Spec k r {T±, . . . , T/} pour un certain entier I. On pose 
@ = Spec fc r {7i, . . . , T{\. En appliquant la version algebrique de ce lemme sur 
le corps des fonctions de @, on obtient l'existence d'un entier n et d'un ouvert 
non vide W de X muni d'un morphisme fini et dominant sur un ouvert W de 
A§, ; si SC = Spec si Ton a n = et Ton peut prendre W = SC et W = 9. 
La fibre generique de W — » W est le spectre d'un corps, et est en consequence 
d'intersection complete ; en vertu du corollaire 19.3.8 de [22], il existe un ouvert 
non vide V de A^, inclus dans W , et tel que #Xa^' — > "V' soit un morphisme 
d'intersection complete. On pose V = W x A ™ Y' = W V . 

Soit x appartenant a W£ n et soit x' son image sur W[ &n C A^' on . On note 
S x (resp. S x r) le spectre de l'anneau local de W£ n (resp. #^ an ) en x (resp. x') ; 
on designe par et S^' les spectres des completes correspondants, et par 
(resp. V^) l'image reciproque de Yl sur S x (resp. S x >). 
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On dispose d'un diagramme commutatif 

V L 





dans lequel les carres sont cartesiens, et dont les fleches horizontales sont des 
immersions ouvertes. Quant aux fleches verticales, celles du parallelepipede 
inferieur sont par construction des morphismes d'intersection complete, et les 
deux du haut sont des immersions a la fois ouvertes et fermees : il suffit de le 
verifier pour celle de droite, pour laquelle cela decoule du lemme 101441 

Le schema S x / etant regulier d'apres le lemme I^TT| S x / l'est aussi, et l'ouvert 
V' L de ce dernier egalement. On en deduit que Vl est d'intersection complete 
en chacun de ses points. 

A partir de maintenant, on fait I'hypothese que L est analytiquement separable 
sur k ; le but de ce qui suit est de prouver que I' on peut restreindre les diff events 
ouverts de Zariski construits ci-dessus de sorte que Vl soit regulier, ce qui 
achevera la demonstration. 

(2.2.5) Supposons k de caracteristique nulle. On peut restreindre "V de 
sorte que "V — > Y' soit etale. Dans ce cas, est etale sur le schema regulier 
\I' L) et est de ce fait regulier. 

(2.2.6) Supposons k de caracteristique p > 0. II existe (cf. I0I45[) : 

• une sous-fc p -extension complete fc« de k qui est topologiquement de type 
denombrable sur k p ; 

• deux ouverts C de AJ n , ou = Spec fc N , r {Ti, . . . , J}} ; 

• un morphisme fini et plat #n — > ; on pose % = x ^ ^ ; 

• un fc^ !r {Ti, . . . , T;}-schema integre de type fini et une immersion ou- 
verte #^ ; 

• des isomorphismes ~ etc. , modulo lesquels i# <-> W-^ <^-» A^ N , 
W H ■ et Vx^Wk^ induisent f'^W^k^W^ W et 
y ^ w ^ 3C. 
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On notera S± , . . . , S n les fonctions coordonnees sur A^ n . 

D'apres l'exemple 11151 fc^ possede une p-base topologique a sur k p . Pour 
toute partie b de a, notons fc p [[b]] le complete du sous-corps de k$, engendre par 
k p et b (remarquons que b constitue une p-base topologique de fc p [[b]] sur k p , 
et que k# = k p [[a]]), et Ab le schema 

Spec *'[[b]]„{If 1 ... l If}[S? ) ... ) Sa. 

Par construction, fc^ est une extension complete de fc p [[b]] dont a — b est une 
p-base topologique, et elle est done finie si et seulement b est cofinie, e'est-a-dire 
si a — b est finie ; dans ce cas A^ N est un Ab-schema fini, radiciel et plat. 

• Une premiere remarque. L'intersection f] «(Ab) est le corps des 

b cofinio 

fractions de k P P {T p , . . . , Tf }[Sf , . . . , S p ], qui coincide avec k(A@) p . 

En effet, soit / G f] ft(Ab). Ecrivons-la sous la forme g/h, ou g et 

b cofinie 

h appartiennent tous deux a k# irP {Tf, . . . , Tf}[S p , . . . , S p ] (e'est-a-dire a 
l'anneau des fonctions de A a ), et ou h ^ 0. Quitte a remplacer h par h p 
et g par gh p ~ Y on peut supposer que h G k P P {T p , . . . , Tf }[5f, . . . , S p }. On 
va montrer que g appartient aussi a k p P {Tf , . . . , T P }[S P , . . . , S p ], ce qui 
permettra de conclure. 

Soit b une partie cofinie de a. La fonction g = hf appartient a «(Ab) ; 
on va prouver qu'elle est dermic sur Ab tout entier. Soit £ un point de 
codimension 1 du schema noetherien Ab et soit w une uniformisante de 
l'anneau <^A b ,{, qui est de valuation discrete puisque Ab est normal en 
vertu du lemme l^TTl Si g est nulle, elle est evidemment definie au voisinage 
de £ ; sinon, elle s'ecrit uvo m pour un certain entier relatif m et une certaine 
fonction u definie et inversible au voisinage de £. Supposons m < et soit 
to un point de A a situe au-dessus de £. L'egalite gw~ m = u met en jeu 
des fonctions definies sur A a tout entier. Evaluee en uj, elle conduit a la 
contradiction = u(£). Par consequent, m ^ et g G ^A b ,£- Ceci vaut 
pour tout point £ de codimension 1 du schema noetherien normal Ab ; des 
lors, g G ^A b (A b ). 

En conclusion, 

ge D ^ Ab (A b )= f) k p [[b}} rP {T p ,...X}[Sl---,S p } 

b cofinic b cofinie 

ce qu'il fallait demontrer. 

• Une seconde remarque. Si (cti) est une base de k(<5£^) sur k(A^), 
e'est encore une base de sur k(A^), puisque k(^) s'identifie a 

«;(«%) ®k(a^ n ) k(A^). 

En consequence, (a p ) est une famille /{(A^P-libre. 



32 



On est dans les conditions d'application d'un theoreme de Kiehl ([25 , Satz 2.4). 
II en decoule l'existence d'une partie cofinie b de a telle que les rangs (calcules 
respectivement sur k(SZ'h) et «(A^ )) des espaces vectoriels de dimension finie 

fi^MMAb)) et ttV(A^)/ K (A b )) 

coincident (cette assertion est en tout point analogue au corollaire 3.8 de [25j . 
dont nous avons decalque la preuve mutatis mutandis.). 

On peut done restreindre (ainsi bien entendu que et Y) de sorte 

que la condition suivante soit verifiee, en notant l'ouvert de Ab egal a l'image 
de ~fZ : les faisceaux coherents 5lL, ,^,„ et fiL /v ,„ sont libres, et tous deux de 
meme rang. On designe par l'ouvert de Ab egal a l'image de 

(2.2.7) Remarque a. propos des notations. En ce qui concerne les symbolcs 
choisis pour designer les schemas, la presence d'un H (resp. d'un b) en indicc 
vise a rappeler que le schema concerne est de type fini sur l'algebre /c^-afnnoide 
fcx, r {Ti, ...,Ti} (resp. sur l'algebre fcP[[b]]-affinoide k p [[b]] lP {Tf, . . . , If}). 

(2.2.8) Ann de pouvoir utiliser Pexemple 11151 nous allons travailler avec la 
famillc des sous-corps complets de L qui contiennent LP et kn et qui sont to- 
pologiqucment de type denombrablc sur LP ; on qualifiera inadmissible un tel 
sous-corps. 

C'est dans la preuve du lemme ci-dessous, et uniquement la, qu'est 
utilisee l'hypothese de separabilite analytique de l'extension L/k. 

(2.2.9) Lemme. Soit F un sous-corps admissible de L. II existe une extension 
complete F» de k p [[h}} telle que F s'identifie a k# ®kp[[b]] 

Fh 

Demonstration. Comme L est une extension analytiquement separable de 
k, la famille a d'elements de L est topologiquement p-libre sur le corps LP (la 
definition de la separabilite analytique est formulee en termes des extensions 
k «-» k x l p et L <^-> L 1 ^, et non k p e — > k et LP =— > L, mais le I1I3I3I assure 
l'equivalence des deux points de vue) ; en consequence, a est une p-base topolo- 
gique sur L p du sous-corps complet k^L p de L engendre par LP et k#. Puisque 
F est topologiquement de type denombrable sur L p , il possede, toujours grace 
a l'exemple lll5| une p-base topologique c sur k^L p ; par construction, aJJ c est 
une p-base topologique de F sur le corps LP . Soit F" le complete du sous-corps 
de L engendre par LP et b ]J c. Alors a — b est une p-base finie de F sur F», et 
F s'identifie en consequence a k# ®k"[[b]] ^ 

On fixe un sous-corps admissible F de L, et on choisit F* comme dans le lemme 
ci-dessus. 

(2.2.10) Encore quelques remarques a propos des notations. Si 

(resp. Sb) est un schema de type fini sur l'algebre fc^-aninoide kn_ r {Ti, . . . , T;} 
(resp. sur l'algebre /c p [[b]]-affmo'ide fc p [[b]] rP {Tf , . . . , If }), alors conformement 
a nos conventions generales S^._f (resp. S b pt) designera 

s * m^ 1 ' 1 '-' 1 '} ( res P- Sb ^kp[[h]] r p{T^...,T l "}F^{Tf,...,T[} ). 
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(2.2.11) L'on peut ecrire : 
fcx,r{7i, . . .,Ti}[S%, ...,S n ] 8>fcP[[b]] r p{Tf,...,Tf}[sf,...,sg] F* P {Tf, . . .,Tf}[S%, S%] 
— kn^{Tx, . . . ,Ti}[Si, ...,S n ] ®fep[[b]] r p{Tf,...,Tf} F rP {7i, ■ ■ ■ ,7f} 
^ (kn,r{Ti, ...,Ti} ® fe p[[b]] rP {Tf,...,T i ! '} F$p{Ti, ■ ■ [Si, ...,S n ] 

~ (^, r {T x , . . . ^^w^^yFliT?, . . }) [Si, ...,S n ] 
(puisque kx^ r {Ti, . . . , T{\ est une /c p [[b]] rP {Tf , . . . , Xf}-algebre de Banach finie) 
~ (feK,r{T 1 ,...,T,}§ fc , [[b]] F») [Si,...,S„] 



^ x A b A b , F „ est 



— -Fr{7l, . . . , T;}[5i, . . . , S n ] 

en vertu dc la definition de F$ . La fleche naturelle A® 
done un isomorphisme. 

(2.2.12) Quelques notations. 

• on appelle x^^f (resp. x'^p, resp. x bF(t ) l'image de x sur #^ a F (resp. 

res P- ^h',F$ an ) ' on note s ^,f' S x' N j; , et les spectres des 

anneaux locaux correspondants, et S XK F , p et S^" ^ ceux de leurs 
completes ; 

• on designe par Vh/ (resp. V b F , resp. Vj^ F „) l'image reciproque de f^.F 
(resp. f^ F , resp. ^ b '' F ,) sur F (resp. S^, resp. S^*^). 

(2.2.13) Dans le diagramme commutatif 



N.F ' 



V" „ 
b,F» 



n 



les deux carres sont cartesiens : e'est evident pour celui du haut, et pour celui 
du bas, cela resulte du fait que A^ — > A^ n XA b A-b,F* es t un isomorphisme 
d'apres Ie l2l2lllt 



Comme fiL, et f2L sont tous deux libres de meme rang, fll 



et OL/ , sont tous deux libres de meme rang. 

«,F' b,F> 



• ' b,F» 
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Dans lc diagramme commutatif 

v n,f *- S XN f 




Y 




les carres sont cartesiens : en ce qui concerne les faces anterieures des deux pa- 
rallelepipedes, cela provient du faut que — > AJ, n x A b A bF « est un isomor- 
phisme d'apres Ie l2l2llll ; en ce qui concerne la face de droite du parallelepipede 
inferieur, cela resulte du lemme [01441 et du fait que x' H F est l'unique antecedent 
de 

x b f> P ar ^ a flsche radicielle 'W^ p — > 'W^ ' F $ ; c'est evident pour les autres 
carres. Par ailleurs, les Heches allant de gauche a droite sont des immersions 
ouvertes ; quant aux fleches verticales, elles sont finies et plates, les deux Heches 
verticales du haut etant plus precisement des immersions a la fois ouvertes et 
fermees en vertu, la encore, du lemme IDI44I 

On en deduit que fl v , v „ et f2y, /v „ sont tous deux libres de meme 
rang. Par ailleurs, l'espace localement annele F an est regulier d'apres le 
lemme [2"TT1 ; en consequence, le schema S x ^ f , son complete S x ^ et l'ouvert 
V' N F de ce dernier sont reguliers. 

Recapitulons : Vn,f est fini et plat sur le schema regulier p, ce dernier 
est egalement fini et plat, et a fortiori de type fini, sur V/ pt , et , v „ et 

f2y, ,y,, sont tous deux libres de meme rang. 

On en deduit, a l'aide d'un critere de Kiehl ([IS], Satz 2.2 ; pour une preuve, 
cf. [15 , th. 1.1.1) que Vn,_f est regulier. Ceci vaut pour tout sous-corps admissible 
F de L. Les morphismes de transition du systeme projectif des V^_f sont plats ; 
en vertu de la proposition 5.13.7 de [21], la regularity de Vl decoule du lemme 
ci-dessous. □ 
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(2.2.14) Lemme. Le schema V \ s'identifie a la limite projective des Vn,f ; ou 
F parcourt la famille des sous-corps admissibles de L. 

Demonstration. Comme est pour tout sous-corps admissible F de L 
l'image reciproque de V^,_f par la fleche S x — > S xs p , il suffit de montrer que 
S x s'identifie a la limite projective des S XK F ou, ce qui revient au meme, que 
s'identifie a la limite inductive des 6y^ F . x ^ F . Pour tout F, la fleche 
, F ,x NF - > &"f^,x est fidelement plate, ct par consequent injective ; il y a 

done simplemcnt a s'assurer que tout element de provient de Gy^ iXN F 

pour un certain F. La question est locale sur le schema on peut done le 
supposer affine. 

II existe un voisinage affino'ide S de x dans Y£ n ct unc famille finie (fi, ■ ■ ■ , fd) 
de fonctions sur S qui engendrent l'ideal maximal de l'anneau local noetherien 
Gy^ tX - Par la construction explicite de l'analytifie d'un schema affine donncc 
par exemple au paragraphe 1.4 de cf. |20j , on peut supposer que 5 est decrit par 
un nombre fini d'inegalites larges portant sur des normes de fonctions du schema 
"fi,, et que les inegalites strides correspondantes sont satisfaites en x. Comme 
"Vl est la limite projective des %,Fj il existe un sous-corps admissible Fo de 
L tel que les fonctions rationnelles evoquees proviennent de Gy K F ("%,_f ) ; des 
lors, S est l'image reciproque d'un voisinage affino'ide So de x^ t F dans "f^r ■ 
Quitte a agrandir Fo, on peut faire l'hypothese que fi provient de Gs (Sq) pour 
tout i ; en particulier, /j provient de Gy*" F ,x K Fq pour tout i. 

Donnons-nous un element g de tff^. Soit n£N*. Choisissons dans Gy^ >x 
un element g n congru a g modulo (/i, . . . , fd) n ■ Par le meme raisonnement que 
precedemment, il existe un sous-corps admissible F n de L tel que g n provienne 

de ^r« Fn ,x«, Fn - 

Soit F le complete du sous-corps de L engendre par les F n , oil n parcourt 
N; e'est un sous-corps admissible de L. Pour tout n non nul, g n provient de 
Gy^" F)XnF ; par ailleurs, le corps F contient Fq, d'ou il decoule que fi provient 
de 0V»n X() F quel que soit i. 



L'anneau Gy^n x est fidelement plat sur Gy™ F ■ Pour n et i convenables, 
definissons les elements g' n et f[ de Gy*n XH F comme les antecedents de g n 
et fi. La fleche Gy™ F ,x«, F /(f[, . . . , ft) -> <?r,»\x/ (/i, ■ ■ ■ Jd) est un morphisme 
d'anneaux fidelement plat dont le but est un corps ; sa source est done egalement 
un corps; autrement dit, les f[ engendrent l'ideal maximal de (Fy** x * F • 

Pour tout entier n > 0, les images de g n et g n +i dans Gy^^j (fx, . . . , fd) n 
coincident. Par fidele platitude, &y*y,x*, F l {f[, f' d ) n ~> Gy^ x / (/i, . . . , f d ) n 
est injective ; de ce fait, les images de g' n et g' n+1 dans Gy^ FiX ^ F l{f\, ft) n 
coincident. 

La famille (g' n mod (/{, . . . , ft) n )n definit ainsi un element de Gy» FtXn F 

dont l'image dans Gy*n^ x est par construction egale a g. Ceci acheve la preuve 
du lemme. □ 
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Verification des proprietes constitutives de l'excellence 

(2.3) Proposition. Soit si une algebre k-affinoide ; on pose X — Spec si et 
X = ^H(si). Soit x G X et soit x son image sur X . Les morphismes 

Spec ff x ,x -* Spec &x,x, Spec -> Spec &ser,x et Spec ff x ,x -> Spec 6%^ 

sont geometriquement reguliers. 

Demonstration. On procede en plusieurs temps ; tout au long de la preuve, 
nous utiliserons sans les rappeler explicitement a chaque occurence les resultats 
du lOI31l relatifs au comportement de la regularity vis-a-vis d'un morphisme plat. 

Les fleches etudiees etant plates, il reste a montrer les assertions suivantes : 

i) si p est un ideal premier de &x,x et si F est une extension finie radicielle 
de k(p), l'anneau Gx,x F est regulier; 

ii) si p est un ideal premier de sc ,-x. et si F est une extension finie radicielle 
de n(p), l'anneau 6 >x ®e x x F est regulier; 

Hi) si p est un ideal premier de G x ,-x. et si F est une extension finie radicielle 
de k(p), l'anneau Gx, x ®e x ,^ F es t regulier. 

(2.3.1) Simplification des assertions a. etablir. On va tout d'abord expli- 
quer pourquoi l'on peut, pour chacune d'elles, supposer que si est integre, que 
p = et que F = n(p). 

• L 'assertion i). On peut supposer, quitte a restreindre X, que p provient 
d'un ideal qde.fi/ puis, en quotientant si par q, que p = 0. Soit B une sous 
^x,x-algebre finie et radicielle de F de corps des fractions egal a F. On 
peut a nouveau restreindre X de sorte que B soit de la forme 88®^ Gx,x, 
ou 88 est une ^/-algebre finie et radicielle. Soit y l'unique antecedent de 
x sur Y — ^{88) ; l'anneau local Gy, y s'identifie a B (cf. lemme I0l44[) et 

Ton dispose d'un isomorphisme Gy tV ®e Yv Frac Gy iV — &x,x ®e x x F- ^ n 
remplacant si par 38 et x par y, on se ramene au cas ou F — Frac Gx,x- 
Comme Gx,x est integre, le lemme lUUOI assure que x n'est situe que sur une 
composante irreductible de ^((si). En substituant a si son quotient par 
l'ideal premier correspondant a la composante en question (cf. I0I42|) . on se 
ramene finalcment au cas ou si est integre, ou p = 0, et ou F = Frac Gx,x- 

• Les assertions ii) et Hi) . Quitte a quotienter si par son ideal premier qui 
correspond a p, on peut supposer que si est integre et que p = 0. Le corps 
F est maintenant une extension finie radicielle du corps des fractions de 
si. II existe une sous-,2/-algebre finie et radicielle 88 de F dont F est lc 
corps des fractions. Posons Y = jH{38) et W = Spec 88. Soit y (resp. 
y) l'unique antecedent de x (resp. x) sur <3f (resp. sur Y). On dispose 
d'isomorphismes canoniques 

Ggr, y Gx,x ®ff XiX &&,y et 6y. y ~ G X ,x ®&a-, x ,y 

(pour le second, cf. lemme |QI44|) . On peut done ecrire 

Gx,x ®0se, x F ~ 6<af t y ®e Wty Frac <5V >y 
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et G x , x F ~ G Y , y ®<s?w, y Frac ^V,y ; 

en remplacjant par et x par y, on se ramene finalement au cas oil srf 
est integre, oil p = 0, et ou F = Frac ^ar, x - 

Remarquons que si |fe*| 7^ {1} et si srf est strictement fc-affinoi'de, on peut 
proceder aux reductions ci-dessus en preservant le caractere strictement k- 
affinoide de s£ '. 

(2.3.2) Preuve des assertions simplifiees, et done de la proposition, 
dans le cas oil |fe*| =^ {1} et oil srf est strictement fc-amnoide. On applique 
a S£ la proposition I2I2[ b) avec L = k et r = ; elle fournit un ouvert non vide 
y de X satisfaisant 62) et 63) avec W — S£ . 

L 'assertion i). Soit q G Spec Gx.x situe au-dessus du point generique de 
Spec Gx,x- Par platitude de Spec Gx, x — > iT, le point q s'envoie sur le point 
generique de 5E , qui appartient a V . II resulte alors de 62) que q appartient au 
lieu regulier de Spec Gx,x- 

L'assertion ii). Soit q £ Spec 6g£^i situe au-dessus du point generique de 
Spec 6 sc ; le point q s'envoie sur le point generique de <5£", qui appartient a 
y . II resulte alors de 63) que q appartient au lieu regulier de Spec &sc,-x.- 

L 'assertion Hi). Soit q € Spec Gx,x situe au-dessus du point generique de 
Spec sc ^ et soit q' un point de Spec Gx, x situe au-dessus de q ; le point q' 
s'envoie sur le point generique de 5£ , qui appartient a V . II resulte alors de 62) 
que q' appartient au lieu regulier de Spec Gx, x par platitude de la completion, 
q appartient au lieu regulier de Spec Gx,x- 

(2.3.3) Preuve des assertions simplifiees, et done de la proposition, 
dans le cas general. Soit r un polyrayon deployant srf ; notons que comme 
est integre, il en va de meme de srf T (|0I37[) . On applique a la proposition OH 
a) avec L — fc r ; elle fournit un ouvert non vide °^ de tel que les espaces 
localement anneles ^ r et ^ r an soient reguliers. Soit z un antecedent de x sur 
X r , et soit z l'image de z sur 3£ v . 

L'assertion i). Soit q e Spec Gx, x situe au-dessus du point generique de 
Spec Gx,x ; par platitude de Spec Gx,x — > , le point q s'envoie sur le point 
generique de 3£ , qui appartient a °M . Soit q' 6 Spec Gx r , z situe au-dessus 
de q ; le point q' est situe au-dessus de done au-dessus du lieu regulier de 
Spec G gr T ^. Les fleches Spec Gx r ,z Spec Gx r , z — > Spec G sc t ^ sont plates, et 
a fibres regulieres en vertu du cas strictement affinoide deja traite. On en deduit 
que q' appartient au lieu regulier de Spec Gx r ,z \ par platitude, q appartient au 
lieu regulier de Spec Gx.x- 

L'assertion ii). Soit q € Spec situe au-dessus du point generique de 

Spec 6 sc ^ ; le point q s'envoie sur le point generique de X, qui appartient 
a . Soit q' s Spec Gsc t ,* situe au-dessus de q ; le point q' est situe au- 
dessus de done au-dessus du lieu regulier de Spec G%; rtZ . Comme la fleche 
Spec Gf%- r<m — > Spec G sc r ^ est plate, et a fibres regulieres en vertu du cas stric- 
tement affinoide deja traite, q' appartient au lieu regulier de Spec G sc r ^. ; par 
platitude, q appartient au lieu regulier de Spec <^$r, x - 
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L'assertion Hi). Soit q <E Spec ffx,x situe au-dessus du point generique 
de Spec 6 'ar.xi l e point q s'envoie sur le point generique de qui appar- 
tient a Soit q' € Spec (?x r ,z situe au-dessus de q ; le point q' est situe 
au-dessus de done au-dessus du lieu regulier de Spec 6 se T ^- Comme la 
fleche Spec &x t ,z — ► Spec &sc T ,v. est plate, et a fibres regulieres en vertu du cas 
strictement affino'ide deja traite, q' appartient au lieu regulier de Spec &x r ,z ; 
par platitude, q appartient au lieu regulier de Spec ffx.x- □ 

(2.4) Remarque. La regularity geometrique de Spec &x,x — ► Spec & se n'est 
pas a priori requise pour etablir les resultats d'excellence que nous avons en vue ; 
mais nous l'avons inseree dans l'enonce car nous l'utilisons lors de la preuve de 
la regularity geometrique de Spec 6 \% x — > Spec 6 \% x dans le cas general; nous 
l'etendrons un peu plus bas au cas d'un schema de type fini sur une algebre 
affinoide (th.HSJ). 

(2.5) Proposition. Soit si une algebre affinoide, soit p £ Spec s/ et soit F 
une extension finie et radicielle de /t(p). II existe une sous-s/ /p-algebre finie et 
radicielle S3 de F , de corps des fractions egal a F , tel que le lieu regulier de 
Spec S3 contienne un ouvert non vide. 

Demonstration. Quitte a quotienter si par p, on peut supposer que si est 
integre et que p — 0. Le corps F est alors une extension finie et radicielle de 
Frac si. II existe une sous-.g/-algebre finie et radicielle BB de F dont le corps des 
fractions est egal a F ; la proposition 12121 assure qu'il existe un ouvert non vide 
de Spec SB qui est regulier. □ 

(2.6) Theoreme. Soit si une algebre k-affinoi'de. L 'algebre si est excellente, 
et les anneaux locaux de ^iif(si) sont excellents. 

Demonstration. Compte-tenu des propositions l2l3l et 12151 il reste simplement 
a s'assurer de l'universelle catenarite de si et de chacun des anneaux locaux de 
^(si). Or si peut s'ecrire comme un quotient de £;{r~ 1 T} pour un certain 
polyrayon r. Le lemme 121 II assure que &{r -1 T} est regulier, et que l'espace 
localement annele ^#(/c{r~ lr T}) Test egalement, ce qui permet de conclure (cf. 
[26], th. 17.9). □ 

(2.7) Remarque. La premiere assertion du theoreme ci-dessus a ete demontree 
par Kiehl dans le cas d'une algebre strictement affinoide ( L 25J, th. 3.3) ; la se- 
conde l'a ete par Conrad ([H], th. 1.1.3) dans le cas des anneaux locaux en les 
points rigides d'un espace strictement affinoide. 

3 Changement de corps de base et theoremes de 
comparaison 

On utilisera dans ce qui suit les ensembles de proprietes J2 et definis 
au MM 

Le changement de base 

(3.1) Theoreme. Soit X un schema de type fini sur une algebre k-affinoi'de 
si. Soit L une extension complete de k, soit x un point de 3£ et soit y un 
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point de 36l situe au-dessus de x. Soit & un faisceau coherent sur 36. Soit 
P £ y U =2 U 3$ ; si P G £ U St, on suppose que & = 6% . 

a) Si & £g> &$r L ,y verifie P, alors 3P <g> 6 x verifie P. 

b) Si P G y U £ et si & ® Gsc^ verifie P, alors & ® &s:,.,y verifie P. 

c) Si P G 3i, si & ' ®6 ' sc ,x verifie P, e< si L est wne extension analytiquement 
separable de k, alors 3P ® & se L ,y verifie P. 

Demonstration. La platitude de .SKi, - > 36 entraine immediatement l'asser- 
tion a) [pIST]) . 

Soit t G JT, soit s G JT L situe au-dessus de t, et soit 'Si l'adherence reduite 
de t dans 36 '. La proposition 12121 assure l'existence d'un ouvert non vide % de 
W tel que l&t soit d'intersection complete en chacun de ses points, et regulier si 
L est analytiquement separable sur k. On en deduit que G sc h ^ t n(t) est 
d'intersection complete en chacun de ses points, et regulier si L est analytique- 
ment separable sur k. En vertu de la platitude de 36l — > 36 , les assertions b) et 
c) s'en deduisent aussitot (|OI3ip . □ 

Regularity geometrique des fibres analytiques 

(3.2) Lemme. Soit 36 un schema de type fini sur une algebre k-affinoi'de 
si, soit V un domaine affinoide de 36 an , et soit "V le spectre de Vanneau des 
fonctions analytiques sur V . Soit v G "V et soit x son image sur 36 . Si 36 est 
regulier en x alors "V est regulier en v. 

Demonstration. Supposons done 36 regulier en x. Soit v un point de V situe 
au-dessus de v. Puisque si est un anneau excellent d'apres le theoreme 1-161 
le lieu de regularity de 36 en est un ouvert de Zariski ; on a x G tft et 
v G <^ an . Soit r un polyrayon deployant si et V. Comme k r est une extension 
analytiquement separable de k, le theoreme precedent assure que le schema °tt T 
est regulier. 

Soit w un antecedent de v sur ^ r an et soit W un voisinage strictement k r - 
affino'ide de w dans le bon espace strictement fc r -analytique V r fl ^ r an . Soit W 
le spectre de l'algebre des fonctions analytiques sur W. Le morphisme W — > ~f 
est plat et son image contient v ; il suffit done (|0I31[) de demontrer que W est 
regulier. 

Soit t un point ferme de W . II correspond par le Nullstellensatz a un point 
fc r -rigide t de W, dont on note u l'image sur <^ r . L'anneau local complete &a Ur VL 
est regulier ; Ton dispose par ailleurs d'isomorphismes naturels 

^V/ r , u — t — @w.t — $w,t ; 

le premier et le dernier proviennent du lemme 2.6.3 de [3J, et celui du milieu 
du fait que le point /c r -rigide t appartient a l'interieur topologique de W dans 
^ r an ; on en deduit que W est regulier en t. Ceci valant pour tout point ferme 
t de W, le schema W est regulier. □ 
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La proposition ci-dessous constitue entre autres une generalisation de l'asser- 
tion Hi) de la proposition 12131 a un schema de type fini sur une algebre affinoide. 

(3.3) Theoreme. Soit 36 un schema de type fini sur une algebre affinoide. 
Soit V un domaine affinoide de 36 an et soit Y le spectre de son algebre des 
fonctions. Soit x G V et soient v et x ses images respectives sur "V et 36 ' . 

Dans le diagramme commutatif 

Spec ff\r,x >■ Spec G-y. y 



Spec >■ Spec 6%^ 

toutes les fleches sont geometriquement regulieres. 

Demonstration. On sait deja que les deux fleches horizontales et la fleche ver- 
ticale de gauche sont fidelement plates ; la fidele platitude de la fleche diagonale 
et de la fleche verticale de droite s'ensuivent immediatement. 

Venons-en a la regularite geometrique des fibres ; tout au long de la preuve 
nous utiliserons sans les rappeler explicitement a chaque occurence les resultats 
du lOI31l relatifs au comportement de la regularite vis-a-vis d'un morphisme plat. 

(3.3.1) Regularite geometrique de Spec 6y. x — > Spec 6~v y . C'est Tune des 
assertions de la proposition 12131 

(3.3.2) Regularite geometrique de Spec &v,x — * Spec 6 x - Soit p un ideal 
premier de & sc et soit F une extension finie purement inseparable de n(p) ; 
nous allons demontrer que &v,x ®Gsc * F es ^ regulier. Soit 3- le ferme de Zariski 
de 36 egal a l'adherence du point qui correspond a p, muni de sa structure 
reduite. Quitte a remplacer 36 par 5°, on peut supposer que 36 est integre et 
que p = 0. II existe une sous-^jr x -algebre finie et radicielle B de F dont F 
est le corps des fractions ; on peut done restreindre 36 de sorte qu'il existe un 
schema integre & et un morphisme W — > 36 fini, dominant et radiciel de fibre 
generique isomorphe a Spec F. Soit y (resp. y) l'unique point de <3f (resp. ^ an ) 
situe au-dessus de x (resp. x) et soit W l'image reciproque de V sur ^ an . 

L'on dispose (c/. lemme IUl4"4")) d'un isomorphisme &w,y — &v,x ®e, % ,^ @9 ,y, 
et l'on a done Gw^ff^ y Frac G^f ,y — @v,x®e x X F. Ceci permet, en remplagant 
36 par x par y et V par W, de se ramener finalement au cas ou 36 est integre, 
ou p = et ou F — n(p). 

Soit q un ideal premier de &v iX situe au-dessus du point generique de 36 . 
Notons z son image sur "V ; par le lemme l3l2l ci-dessus . G~y jZ est regulier. En vertu 
de la regularite geometrique de Spec Gy,x — ► Spec Oy, v (131311 [> . q appartient au 
lieu regulier de Spec Gv,x, ce qu'il fallait demontrer. 

(3.3.3) Regularite geometrique de Spec &v,x — > Spec Gsc^^- Quitte a rempla- 
cer 36 arL par un voisinage affinoide de x, et V par son intersection avec celui-ci, 
on peut supposer que 36 est le spectre d'une algebre affinoi'de srf ; l'on a alors 
36 lln = {st) ; nous allons egalement designer cet espace affinoide par X. Soit 
p un ideal premier de Gx.x et soit F une extension finie radicielle de n(p) ; on 
cherche a montrer que (?v,x ®e x * F est regulier. 
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On peut supposer, quitte a restreindre X, que p provient d'un ideal de srf 
puis, en quotientant srf par ce dernier, que p = 0. Soit B une sous i^x.x-argebre 
finie et radicielle de F de corps des fractions egal a F. On peut a nouveau 
restreindre X de sorte que B soit de la forme S! <gv ^x,x, oil SS est une srf- 
algebre finie et radicielle. Soit y l'unique antecedent de x sur Y = j%{3&), et 
soit W l'image reciproque de V sur Y. Comme &Y,y s'identifie a B, et &w,y a 
<?v,x ®€?x,x B ( c /- lemmeEMl), on a 

@V,x ®0 X , X F ~ 6w,y ®0 Y ,y Frac &Y, V - 

En remplagant X par F, x par y et V par W, on se ramene au cas ou p = et oil 
Ton a de surcroit F — Frac &x,x- Comme &x,x est integre, le lemmc lOTTOl assure 
que x n'est situe que sur une composante irreductible de X. En substituant a 
srf son quotient par l'ideal premier correspondant a la composante en question 
(cf. remarque lOI42p . on se ramene finalement au cas ou srf est integre, ou p = 0, 
et oil F — Frac Gx,x- 

Notons SC le spectre de srf. Soit q un ideal premier de &v,x situe au-dessus 
du point generique de Spec ffx,x- Par platitude de Spec G x ,x — ► 3C ■> l'image 
de q sur le schema integre JT est le point generique de celui-ci ; en vertu de la 
regularite geometrique de Spec @v,x —* Spec 6 sc ,-x.i etablie au l3!3l2l ci-dessus. q 
appartient au lieu regulier de Spec &v,x- 

(3.3.4) Regularite geometrique de Spec (?y, v — * Spec tffx.x- Elle dccoule 
immediatement de la platitude de Spec &v,x — ► Spec ^V, v et de la regularite 
geometrique de Spec ffy.x —> Spec G sc ,^ etablie au l3!3l2l ci-dessus. 

(3.3.5) Regularite geometrique de Spec Gsc^,x — * Spec ffse^. C'est un cas 
particulier de la regularite geometrique de Spec &v,x — ► Spec & sc^ ,xi etablie 
au l3!3l3l ci-dessus : celui oil V est un voisinage affinoi'de de x dans JT an . □ 

Le theoreme de comparaison 

On rappelle que les ensembles de proprietes J3 et ont ete definis au 

EES 

(3.4) Theoreme. Soit 2^ un schema de type fini sur une algebre affinoi'de si ' . 
Soit V un domaine affinoi'de de 3£ an , soit x un point de V et soit x son image 
sur S£ . Soit& unfaisceau coherent sur X . Soit P E YU £>U3? ; si P £ £>U& , 
on suppose que & = G sc . Sous ces hypotheses : 

A) V ensemble % des points z de X tels que & ® &<% z verifie P est un 
ouvert de Zariski ; 

B) les propositions suivantes sont equivalentes : 

B') & ® v ,x verifie P ; 
B") & ' <g> Gx^ hX verifie P ; 
B'") & ® ^ar,x verifie P. 

Demonstration. L'assertion A) provient du fait que si est un anneau ex- 
cellent par la proposition 12161 et des resultats rappeles au 10135k notons que 
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comme stf est un quotient d'un anncau regulier par lc lcmmc I2I1[ la situation 
est justiciable de la remarque lOI36l lorsaue P est la propriete d'etre d'intersection 
complete. 

Les morphismcs 

Spec ff v , x -> Spec 6%^, x et Spec Gac^,x -> Spec G sc ^ 

sont geometriquement reguliers d'apres le theoreme 1313 1 ci-dessus ; en vertu du 
101311 les equivalences B') <^> B") <==^ B" 1 ) s'ensuivent immediatement. □ 

(3.5) Remarque. Lorsque 3£ — srf ', l'equivalence B") <==^ B" 1 ) dans le 
theoreme ci-dessus a ete prouvee par Berkovich ([3], th. 2.2.1) ; on se convainc 
facilement que lorsque \k*\ ^ {1} et lorsque est strictement k-affinoide sa 
demonstration s'etend mutatis mutandis au cas ou !% est un .^-schema de type 
fini quelconque ; de meme, celle du corollaire 2.2.8 de [3] permet en fait d'etablir 
B' <^=> B") des que |fc*| ^ {1} et que stf et V sont strictement fc-affinoi'des ; 
nous nous sommes en partie inspire ici de ces differentes preuves. 

Les proprietes usuelles de l'algebre commutative dans le 
cas non necessairement bon 

On travaille toujours avec les ensembles de proprietes £? et definis au 

EES 

(3.6) Soit X un espace analytique, soit J? un faisceau coherent sur X, et soit 
P € J^U^U^; si P € &\JM, on suppose que & = G Xg - Soit x un point de X 
et soient V et W deux domaines affino'ides de X contenant x et tels que W <ZV. 
II resulte du theoreme 13141 que & ® @v,x satisfait P si et seulement si & ® &w,x 
satisfait P. On en deduit l'equivalence des deux propositions suivantes : 

i) il existe un bon domaine analytique U de X contenant x tel que & ® &u,x 
satisfasse P ; 

ii) &® &u,x satisfait P pour tout bon domaine analytique U de X contenant 
x. 

Lorsque ces deux proprietes sont verifiees, on dit que & satisfait P en x. 

(3.6.1) Si X est bon, il resulte de la definition que & satisfait P en x si et 
seulement si & % &x,x satisfait P. 

(3.6.2) Si U est un domaine analytique de X contenant x, il est immediat que 
& satisfait P en x si et seulement si JPm satisfait P en x. 

(3.6.3) On dira que & satisfait P (et meme, si & = &x G i que X satisfait P) 
si & satisfait P en tout point de X. Ceci vaut bien entendu egalement pour la 
conjonction de plusieurs proprietes ; on parlera ainsi d'espace analytique normal 
(i.e. satisfaisant R\ et 52, d'apres le critere de Serre), reduit (i.e. satisfaisant 
Rq et Si, d'apres le critere de Serre), etc. 

(3.6.4) Certains resultats des theoremes 13 1 1 1 et 13 141 peuvent etre reformulcs 
dans ce nouveau contexte. Les enonces obtenus se resument comme suit : les 
proprietes appartenant a S^UJS descendent et montent par extension quelconque 
des scalaires ; celles qui appartiennent a 3% descendent par extension quelconque 
et montent par extension analytiquement separable des scalaires. 
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Les theoremes [3][T] et [3]|4l ainsi que leurs declinaisons dans le cas 
non necessairement bon ([3][6] et [3ll6ll2H3l l6lip seront desormais utilises 
librement, sans rappel des references. 

4 Les composantes irreductibles en geometrie 
analytique 

Caractere G-local de la topologie de Zariski et structures 
reduites 

(4.1) Lemme. Soit srf une algebre affinoi'de et soit X I'espace j&{sf). Soit 
I un ideal de si ' , et soit Y le lieu des zeros de I sur X. Soit & le faisceau 
d'ideaux de @x G qui associe a un domaine analytique V de X V ensemble des 
f G &x G (y) telles que fix) = pour tout x G V DY, Le faisceau ^ coincide 

avec le faisceau coherent \fl . 

Demonstration. L'inclusion \/7 C & est triviale. Pour etablir la reciproque, 

il suffit de verifier que &{V) C y/7(V) = pour tout domaine amno'ide 

V de X ; donnons-nous un tel V. 

On peut decrire Y comme le lieu des zeros de VI; munissons-le de la 
structure de sous-espace analytique ferine correspondante. II s'identifie alors 
a J%{srf /vJ), et V (1Y en est un domaine affmo'ide, dont l'algebre des fonctions 
analytiques est .s/y/iVl.^v) ; l'anneau stf jyfl etant reduit, stfy / '(s/l .s$v) l'est 
aussi. Soit / appartenant a ,^{V). Par hypothese, / est nulle en tout point 
de V C\Y . Son image dans sty j (\fl .srfy') est done nilpotente, et partant nulle 
puisque cet anneau est reduit. Cela signifie que / G \[l .stfy ■ O 

(4.2) Proposition. Soit X un espace analytique et soit (Xj) un G-recouvrement 
de X par des domaines analytiques. Soit Y une partie de X telle que Y n X, 
soit un ferme de Zariski de Xj pour tout i. Soit & le faisceau d'ideaux de &x G 
qui associe a un domaine analytique V de X V ensemble des f G &x G iY) telles 
que f{x) = pour tout x G V HY . 

i) Le faisceau & est coherent; le sous-ensemble Y de X s'identifie a son lieu 
des zeros et est done un ferme de Zariski ; 

ii) le faisceau ^ est le plus grand faisceau coherent d'ideaux dont Y est le 
lieu des zeros ; 

Hi) le sous-espace analytique ferme Y re d de X defini par est un objet final 
de la categorie des espaces analytiques reduits munis d'un morphisme vers X 
dont I'image est incluse dans Y . 

Demonstration. Quitte a rafHner le recouvrement (Xj), on peut supposer que 
chacun des X est amno'ide. Le lemme I4TT1 ci-dessus assure que ^\x t est coherent 
pour tout i ; par consequent, & est coherent. 

Fixons i. Comme Y n Xj est un ferme de Zariski de I'espace amno'ide Xj, il 
est tautologique que Y n Xj est le lieu des zeros de &\x t j on en deduit que Y 
est le lieu des zeros de & (1011 112)) . ce qui termine la preuve de i). 
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L'assertion ii) resulte immediatement de la definition do & . L'asscrtion 
Hi) se verifie G-localement sur X, ce qui autorise a le supposer affinoi'dc; 
soit srf l'algebre des fonctions analytiques sur X et soit I = ^{X) ; on a 
y ro d = /I) ; commc / = \fl par definition du faisceau J 5 ", l'anneau g/ / 1 est 

reduit, et l'espace y ro d est de ce fait reduit ; l'image de Yr C d — > X est evidemment 
incluse dans (et meme egale a) Y . 

II suffit, en raisonnant G-localement sur la source des morphismes, de verifier 
que Yi-ed est un objet final de la categorie des espaces affinoi'des reduits munis 
d'un morphisme vers X dont l'image est incluse dans Y. Soit S3 une algebre 
affinoi'de reduite et soit — ► S3 un morphisme borne tel que l'image de ^Z(S3) 
sur .# soit incluse dans Y. Si / est un element de J, il est nul en tout 
point de Y ; son image dans S3 est done nulle en tout point de ^(S3), et est 
par consequent nilpotente ; comme S3 est reduite, elle est nulle. On en deduit 
que S3 — > se factorise de maniere unique par un morphisme, necessairement 
borne, de stf /I dans S3. □ 

(4.2.1) La structure definie par & est appelee la structure reduite du ferme 
de Zariski Y ; si l'on a prealablement pris la peine de preciser que Ton munit Y 
de sa structure reduite, on s'autorisera a ecrire Y au lieu de Y re ^. Si Y = X, le 
faisceau & est celui des fonctions G-localement nilpotentes (qui se trouve done 
etre coherent), et X Te a est appele l'espace analytique reduit associe a X . Notons 
que X = X re d si et seulement si X est reduit. 

(4.3) Remarque. La proposition ci-dessus assure en particulier que la pro- 
priete d'etre ouvert (ou ferme) de Zariski est de nature G-locale. Ce fait permet 
de globaliser certains resultats obtenu dans le cas affinoi'de ; donnons-en une 
illustration. 

(4.4) Theorfeme. Soit X un espace analytique, soit & un faisceau coherent 
sur X et soit P une propriete appartenant a .yUJSUSl (les ensembles 5f,£l et 
Si ont ete definis au \0l'60\ ) ; si P appartient a £!\JS?, ', on suppose que & = 0x G ■ 
L'ensemble Z des points de X en lesquels & satisfait P est un ouvert de Zariski 
de X. 

Demonstration. Si V est un domaine affinoi'de de X, l'intersection V H Z est 
l'ensemble des points de V en lesquels &\y satisfait P; on deduit du theoreme 
13141 (applique a X = Spec srfy) que V D Z est un ouvert de Zariski de V. Ceci 
valant pour tout domaine affinoi'de V de X, la proposition 14121 garantit que Z 
est un ouvert de Zariski de X . □ 

(4.5) Remarque. Lorsque P £ yu J, il est immediat que la formation de 
l'ouvert de Zariski evoque ci-dessus commute a tout changement du corps de 
base. 

Le theoreme ci-dessus sera utilise librement dans la suite, sans 
rappel ni reference. 

(4.6) Remarque. Soit X un espace analytique, soit J? un faisceau coherent 
d'ideaux sur X et soit Y son lieu des zeros ; munissons-le de la structure associee 
a ^ . Soit Z un ferme de Zariski de Y . La notation Z Te( i peut a priori faire 
reference k Z ou bien en tant que ferme de Zariski de l'espace analytique Y, ou 
bien en tant que ferme de Zariski de X ; cette ambigu'ite n'en est en realite pas 



45 



une, car ces deux espaces notes Z xc & sont canoniqucmcnt isomorphcs, comme 
on le verifie a l'aide de leurs proprietes universelles. 

(4.7) Remarque. Soit X un espace analytique, soit Y un ferine de Zariski de X 
et soit U un domaine analytique de X ; il resulte des proprietes universelles des 
espaces en jeu que les sous-ensembles analytiques fermes U Xx Y IC( i ct (C/nF) rc d 
de U sont canoniquement isomorphes. 

(4.8) Proposition. Soit X un bon espace analytique et soit x E X . Le mor- 
phisme naturel {ffx.x)rcd — * 0x ted ,x es t un isomorphisme. 

Demonstration. On peut supposer que X est affinoi'de ; soit srf l'algebre af- 
fino'ide correspondante, et soit J* l'ideal des elements nilpotents de srf ' . L'an- 
neau 6x rBA ,x est reduit et s'identifie au quotient de &x.x par son ideal nilpotent 
@x,x ; il est done naturcllcmcnt isomorphe a (ffx,x)reA- D 

(4.9) Lemme. Soit X un espace k-analytique et soit L une extension complete 
de k. II existe un morphisme naturel (Xl)^ — ► (X roc i)L qui est une immersion 
fermee, et un isomorphisme si et seulement si (X toc i)l est reduit. 

Demonstration. Comme l'espace (X^)^ est reduit, le morphisme compose 
(Xi) rcc i — > Xl X se factorise par X rc( i et done par (X re d)i; les Heches 
(Xi) rc d — » -X'l et (X ro d)i — > sont des immersions fermees; il en resulte que 
(Jffjrcd — » (^rod)L est une immersion fermee. 

Soit Z un espace analytique reduit, et soit Z — » X^, un morphisme. Comme 
Z est reduit, la composee Z — > — > X se factorise d'une unique maniere par 
X re d- L'ensemble des fe-morphismes de Z vers X ro d etant en bijection naturelle 
avec celui des i-morphismcs de Z vers (X re d)i, la Heche Z — > se factorise de 
maniere unique par (X Ic a)L- Si celui-ci est reduit, il s'identifie done a (Xl) ic( \ ; 
la reciproque est trivialc. □ 

Autour des composantes irreductibles d'un espace afRno'ide 

(4.10) Proposition. Soit V un espace affinoi'de et soit W un domaine affinoi'de 
de V ; soit Z un ferine de Zariski de V et soit T un ferine de Zariski de W. Les 
assertions suivantes sont equivalentes : 

a) Z est une composante irreductible deV etT une composante irreductible 
de W incluse dans Z ; 

0) Z est une composante irreductible deV etT une composante irreductible 
de Zr\W ; 

■y) Z est une composante irreductible deV etT est inclus dans Z , irreductible 
et de meme dimension que Z ; 

Vzar 

6) Z est egal a I'adherence T de T dans V pour la topologie de Zariski 
de ce dernier, et T est une composante irreductible de W . 

Demonstration. Supposons a) vraic ct montrons (3) . Comme T est une com- 
posante irreductible de W incluse dans Z, e'est un ferme de Zariski irreductible 
maximal de W inclus dans Z ; e'est a fortiori un ferme irreductible maximal de 
Z n W, et done une composante irreductible de ce dernier. 
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Supposons (3) vraie et montrons 7). Soit d la dimension de Z . Comme Z est 
irreductible, il est purement de dimension d, et W H Z est done purement de 
dimension d ; ses composantes irreductibles sont done toutes de dimension d ; 
e'est en particulier le cas de T. 

Supposons 7) vraie et montrons 8). Soit Y un ferme de Zariski de V conte- 
nant T. Le ferme de Zariski Y n Z de V contient T, done est au moins de 
dimension d. Comme e'est un ferme de Z, lequel est lui-meme irreductible de 

Vzar 

dimension d, il coincide avec Z. L'on a done bien T ' = Z. Si S est un ferme 

— Vzar 

de Zariski irreductible de W contenant T, alors S est un ferme irreductible 
de V contenant Z ; ce dernier etant une composante irreductible de V, l'on a 

Vzar 

S = Z. La dimension de S est done majoree par d, ce qui implique que 
T = S ; ainsi, T est une composante irreductible de W. 

Supposons 8) vraie et montrons a). L'irreductibilite de T entraine celle de 
Z. Soit Y une composante irreductible de V contenant Z. Comme T est une 
composante irreductible de W contenue dans Y, Pimplication a) => 7) deja 
etablie assure que dim T = dim Y ; d'autre part T C Z et Z C Y, d'ou 
l'encadrement dim T ^ dim Z ^ dim Y ; en consequence dim Z = dim Y. 
Puisque Y est irreductible, Y = Z. □ 

(4.11) Corollaire. Soii un espace affinoi'de et soit W un domaine affinoide 
de V . Si Z est une composante irreductible de V , alors Z n W est reunion de 
composantes irreductibles de W ; si T est une composante irreductible de W , 
elle est contenue dans une seule composante irreductible de V qui est egale a 

yVzar 

Demonstration. La premiere assertion resulte de Pimplication j3) =>■ a) dans 
la proposition ci-dessus, et la seconde de a) =>• 8). □ 

(4.12) Commentaire. Notons que dans le corollaire ci-dessus, Z n W peut 
tres bien etre egal a la reunion vide de composantes irreductibles de W . 

(4.13) Proposition. Soit X un espace analytique, soit Y un ferme de Za- 
riski de X et soit d un entier. II existe deux fermes de Zariski Y^ et Y7 de X 
caracterises par le fait que pour tout domaine affinoi'de V de X , Vinter section 
Y d n V ( res P- Y d nV ) est la 

reunion des composantes irreductibles de V conte- 
nues dans Y et de dimension d (resp. non contenues dans Y ou de dimension 
differente de d). 

Demonstration. Pour tout domaine affinoi'de V de X, notons ^(V) l'en- 
semble des composantes irreductibles de V, et C rf + (V) l'ensemble des compo- 
santes irreductibles de V qui sont contenues dans Y et de dimension d ; posons 
#+(F)= [J Tet£-{V)= U T. 

T&f+(V) T<£^(V)~ c g+(V) 

Soit V un domaine affinoide de X, et soit W un domaine affinoide de V. Soit 
Z une composante irreductible de V et soit T une composante irreductible de W 
contenue dans Z. Le couple (Z, T) satisfaisant la condition a) de la proposition 
141101 il satisfait egalement 7) et 8) ; on en deduit que T € c ta + (W) si et seulement 
si Z e tf + (V). II decoule alors du corollaire gHH que S+{W) = S+{V) n W et 
g-(W) = £-{V) n W. 

Soit Y^~ (resp. Y7) la reunion des $ + {V) (resp. des $~{V)) ou V parcourt 
l'ensemble des domaines affinoides de X . En vertu de ce qui precede, l'on a pour 
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tout domaine affinoide V de X les egalites Y+nV = £ + {V) ct Y~r\V = S~ (V) ; 
puisquc S + (V) et S~ '(V) sont des fermes de Zariski de V pour tout domaine 
affinoide V de de X, la proposition 14121 assure que Y" d + et F d ~ sont des fermes de 
Zariski de X. □ 

(4.14) Proposition. Soit X un espace analytique, soit V un domaine affinoide 
non vide de X et soit T une composante irreductible de V dont on note d la 
dimension. 

i) Pour tout domaine affinoide W de X , I 'intersection T Xz " C\W est reunion 
de composantes irreductibles de W de dimension d ; 

ii) T est purement de dimension d ; 

in ) T est I 'unique ferme de Zariski irreductible de X qui contient T ; si 

— x Zar 

X est irreductible. on a done T = X . 

— Xzar 

Demonstration. Posons Y = T .11 est clair que Y est un ferme de Zariski 
irreductible de X ; on utilise les notations Y^ et YT de la proposition 141 131 
ci-dessus ; on a clairement X = Y d + U Y7 . 

Soit Z un ferme de Zariski irreductible de X contenant Y. L'irrcductibilitc 
de Z et Pegalite Z = (Z n Y+) U (Z n Y~f ) impliquent que Z C Y+ ou Z C Y c f . 
Comme T C Z, Pinclusion Z C Y^ est impossible ; des lors, Z C Y? . 

Appliquons en particulier ceci lorsque Z = Y. On a done Y C Y^~ ; comme 
il est clair que Y^ C Y, on a Y — Yj~ . Cela signifie exactement que pour tout 
domaine affinoide W de X, l'intersection Y n W est reunion de composantes 
irreductibles de W de dimension d, ce qui prouve i) ; l'assertion ii) en est une 
consequence triviale. 

Revenons a un ferme de Zariski irreductible quelconque Z qui contient Y . 
L'on a Z C Y^ ct Y^ C Y ; de ce fait, Z — Y, ce qui prouve m). □ 

(4.15) Commentaire. Notons que dans l'enonce i) de la proposition ci-dessus, 

Xzar 

T DW peut tres bien etre la reunion vide de composantes irreductibles de 
W. 

(4.16) Corollaire. Soit X un espace analytique irreductible. II existe d G N 
tel que X soit purement de dimension d ; si Z est un ferme de Zariski strict de 
X , alors dim Z < d et Z ne contient aucun domaine analytique non vide de X ; 
il est en particulier d'interieur vide. 

Demonstration. Faisons une remarque preliminaire : si T est une composante 
irreductible d'un domaine a ffinoide V de X si Ton note d la dimension de T, 
alors T est en vertu de la proposition ci-dessus purement de dimension d et 
coincide avec X puisque celui-ci est irreductible. 

La premiere assertion provient alors du fait que X etant irreductible, il est 
non vide ; il possede done un domaine affinoide non vide V , lequel a au moins 
une composante irreductible. 

Etablissons la seconde assertion. Soit Z un ferme de Zariski strict de X. Soit 
V un domaine affinoide de X. II rcsulte de la remarque preliminaire que Z ne 
peut contenir aucune composante irreductible de V. Comme X est purement 
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de dimension d, son domaine affino'ide V est purement de dimension d et Z C\V 
est done de dimension strictement inferieure a d. Ceci valant pour tout domaine 
affino'ide V de X, la dimension de Z est strictement inferieure a d. 

Soit V un domaine analytique non vide de X. Comme X est purement de 
dimension fc-analytique d, la dimension de V vaut d ; comme dim Z < d, on a 
dim Z DV < d; par consequent, V n'est pas inclus dans Z. □ 

Ensembles G-localement finis de fermes de Zariski et com- 
posantes irreductibles 

(4.17) On dira qu'un ensemble £ de fermes de Zariski d'un espace analytique 
X est G-localement fini si tout domaine affino'ide V de X ne rencontre qu'un 
nombre fini d'elements de £ . Notons que sous cette hypothese ( (J E) PI V est 

pour tout domaine affino'ide V de X une reunion finie de fermes de Zariski de 
V, et est done ferme de Zariski de V ; la proposition 141 2 1 assure alors que (J E 

est un ferme de Zariski de X. 

(4.18) Soit / : Y — ► X un morphisme d'espaces analytiques et soit <^ un en- 
semble G-localement fini de fermes de Zariski de X. Si V est un domaine affino'ide 
de Y alors f(V) est une partie guasi-compacte de X (qui n'est pas suppose to- 
pologiquement separe), et est en consequence contenue dans une reunion finie 
de domaines affinoides de X ; il en resulte que /(V) ne rencontre qu'un nombre 
fini d'elements de £, et {f~ 1 (E)}E^g constitue par consequent un ensemble 
G-localement fini de fermes de Zariski de Y . Notons deux cas particuliers im- 
portants : si Y est un domaine analytique ou un sous-espace analytique ferme 
de X, alors {EP\Y}e£S est un ensemble G-localement fini de fermes de Zariski 
de Y. 

(4.19) Lemme. Soit X un espace analytique irreductible et soit £ un ensemble 
G-localement fini de fermes de Zariski de X tels que X = |J E. On a alors 

Xe£. 

Demonstration. Comme X est irreductible il est non vide, et possede done un 
domaine affino'ide non vide V. L'ensemble S est G-localement fini ; des lors, l'en- 
semble {E n V}egS constitue un recouvrement fini de V par des fermes de Za- 
riski ; ceci entraine, V etant non vide, l'existence d'une composante irreductible 
T de V et de E G £ tels que T C E. Comme X est irreductible, la proposition 
141141 assure que T Xza ' = X, d'oii il decoule que E = X. □ 

(4.20) Corollaire. Soit X un espace analytique, et soit S un ensemble G- 
localement fini de fermes de Zariski irreductibles de X deux a deux non com- 
parables pour ['inclusion; supposons que X = (J E. Tout ferme de Zariski 

irreductible de X est alors contenu dans un element E de £ , et l'ensemble £ 
est exactement l'ensemble des fermes de Zariski irreductibles maximaux de X . 

Demonstration. Soit Z un ferme de Zariski irreductible de X ; munissons-le 
(par exemple) de sa structure reduite. II resulte du 141 181 que {E n Z}ess est 
un ensemble G-localement fini de fermes de Zariski de Z, et il est immediat que 

Z = U EHZ; d'apres le lemme I41T91 il existe alors E E £ tel que Z = E n Z, 

Ees 
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c'est-a-dire tel que Z C E ; on cn deduit aussitot que tout ferme de Zariski 
irreductible maximal de X appartient a S . 

Soit T € $ et soit Z un ferme de Zariski irreductible de X contenant T ; 
d'apres ce qui precede, il existe E € S tel que Z C i5 ; on a done T C -E, et 
comme les elements de <f sont deux a deux non comparables pour l'inclusion, 
T = E ; par consequent, Z = T ct T est bicn un ferme de Zariski irreductible 
maximal de Y . □ 

(4.21) Theoreme (description des composantes irreductibles). Soit X 
un espace analytique. Soit lrr(X) I'ensemble des parties de X qui sont de la 

forme T , ou T est une composante irreductible d'un domaine affinoi'de de 
X ; I'ensemble Irr(X) est constitue de fermes de Zariski irreductibles deux a deux 
non comparables pour I 'inclusion et est G-localement fini; Von a (J E = X. 

Eelrr(X) 

Tout ferme de Zariski de X est contenu dans un element de liv{X), et Irr(X) 
est exactement I'ensemble des fermes de Zariski irreductibles maximaux de X . 

Demonstration. II resulte de la definition de lrr(X) que ses elements sont des 
fermes irreductibles de X dont la reunion est egale a X. 

Soit E € Irr(X) et soit V un domaine affino'ide de X. La proposition 141 141 
Hi) assure que EtlV est reunion de composantes irreductibles de V et garantit 

que si T est l'une de celles-ci, alors E = T ; on cn deduit que V ne rencontre 
qu'un nombre fini d'elements de lrr(X) ; ce dernier est done bien G-localement 
fini. 

Soient E et E 1 deux elements de Irr(X) tels que E C E'. Choisissons un 
domaine affino'ide V de X et une composante irreductible T de V tels que 
E = T Xz " ; comme E 1 est un ferme de Zariski irreductible contenant E et done 
T, il coincide avec T Xz " d'apres la proposition 141 1 41 : autrement dit E = E' , et 
les elements de Irr(JT) sont done deux a deux non comparables pour l'inclusion. 
Les deux dernieres assertions decoulent du corollaire 141201 □ 

(4.22) Les elements de I'ensemble Irr(X) defini dans l'enonce du theoreme ci- 
dessus seront appeles les composantes irreductibles de X ; notons que si X est 
affinoide, on retrouve bien les composantes irreductibles usuelles. Si Y est une 
composante irreductible de X, la proposition 141 1 4l assure que pour tout domaine 
affino'ide V de X 7 l'intersection V H Y est reunion de composantes irreductibles 
de V. 

II resulte de la caracterisation topologique des composantes irreductibles 

(comme fermes de Zariski irreductibles maximaux) que si Y est un ferme de 

Zariski de X, alors I'ensemble des composantes irreductibles de Y ne depend 

pas de la structure de sous-espace analytique ferme dont on le munit ; on se 

permettra done d'evoquer ces composantes sans fixer une telle structure. Par 

exemple, soit S un sous-ensemble de Irr(X) et soit Y = [J E ; on sait d'apres 

Ees 

le 141 171 que Y est un ferme de Zariski de X. II decoule alors du l4H8l du corollaire 

I4l20l et de la definition meme des composantes irreductibles que & est I'ensemble 

des composantes irreductibles de Y . 

(4.23) Lemme. Soit X un espace analytique. Si x est un point de X , alors 
dim x X est le maximum des dimensions des composantes irreductibles de X qui 
contiennent x. 
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Demonstration. Soicnt X\, . . . , X n les composantes irreductibles de X conte- 
nant x, soient d\, . . . , d n leurs dimensions respectives et soit V un domaine af- 
nno'ide de X contenant x. Pour tout i, la proposition 141 1 41 assure que X t n V est 
reunion de composantes irreductibles de V de dimension di ; par ailleurs, toute 
composante irreductible T de V contenant x est contenue dans T , qui est 
une composante irreductible de X et est done l'une des Xi. On en deduit que 
l'ensemble des dimensions des composantes irreductibles de V qui contienncnt 
x est egal a {di, . . . , d n } ; par consequent, dim^ X = dim x V = max^ di. □ 

Grace a la proposition 141161 et au lemme I4I23[ on peut generaliser la pro- 
position 141101 et lc corollairc 141 1 1 1 en conservant mutatis mutandis les memes 
demonstrations. 

(4.24) Proposition. Soit V un espace analytique et soit W un domaine ana- 
lytique de V ; soit Z un ferme de Zariski de V et soit T un ferme de Zariski de 
W. Les assertions suivantes sont equivalentes : 

a) Z est une composante irreductible deVetT une composante irreductible 
de W incluse dans Z ; 

(3) Z est une composante irreductible deVetT une composante irreductible 
de Z n W ; 

7) Z est une composante irreductible deV etT est inclus dans Z , irreductible 
et de meme dimension que Z ; 

5) Z est eqal a V adherence T Vz ^ de T dans V pour la topologie de Zariski 
de ce dernier, et T est une composante irreductible de W . □ 

(4.25) Corollaire. Soit V un espace analytique et soit W un domaine analy- 
tique de V. Si Z est une composante irreductible de V , alors ZnW est reunion 
de composantes irreductibles de W ; siT est une composante irreductible de W , 
elle est contenue dans une seule composante irreductible de V qui est egale a 
T Vz " . □ 

(4.26) Commentaire. Notons que dans le corollaire ci-dessus, Z n W peut 
parfaitement etre egal a la reunion vide de composantes irreductibles de W ; il 
peut tout aussi bien etre une reunion infinie de telles composantes. 

(4.27) Lemme. Soit X un espace analytique et soit U un ouvert de Zariski de 
X. Les proprietes suivantes sont equivalentes : 

i) U est dense pour la topologie de Zariski de X ; 

ii) U rencontre chacune des composantes irreductibles de X ; 
Hi) U est dense pour la topologie usuelle de X . 

Demonstration. Supposons i) vraie, et soit T une composante irreductible de 
X . Soit Z la reunion des autres composantes irreductibles de X ; par construc- 
tion, X — Z est un ouvert de Zariski non vide de X, qui rencontre done U; 
comme (X — Z) C T ', l'intersection de U et T est non vide, ce qui montre ii). 

Supposons ii) vraie, et soit Q un ouvert de X contenu dans le complementaire 
F de U. Supposons que f2 est non vide, et soit Y une composante irreductible 
de X rencontrant fl ; soit d la dimension de Y. Comme fl DY est un ouvert non 
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vide de Y, laquelle est purement de dimension d fcor. I4ll7j|) , il est lui-meme de 
dimension d. En consequence, dim F HY ^ d, ce qui implique que F C\Y = Y 
(cor. I4I16[) et contredit le fait que U rencontre Y ; des lors f2 est vide et Hi) est 
etablie. 

Supposons Hi) vraie et soit V un ouvert de Zariski non vide de X ; il existe 
une composante irreductible T de de X rencontrant V. Soit Z la reunion des 
autres composantcs irreductibles de X. L'ouvert non vide X ~ Z de X est 
contenu dans T et rencontre U puisque celui-ci est dense. Par consequent, UC\T 
et V H T sont deux ouverts de Zariski non vide du ferme irreductible T ; on en 
deduit que U fl V ^ 0, ce qui prouve i). □ 

(4.28) Lemme. Soit X un espace k-analytique et soit (Xi) la famille de ses 
composantes irreductibles. Soit L une extension complete de k. Pour tout i, 
notons (Xij) la famille des composantes irreductibles de Xi^. 

i) Pour tout i et tout j , Von a dim X^j = dim Xi ; 

ii) les Xi t j sont deux a deux non comparables pour I'inclusion et sont les 
composantes irreductibles de Xl- 

Demonstration. Le corollaire l4H6l assure que Xi est purement de dimension 
di pour un certain entier di. L'espace X^l est done purement de dimension di. 
En vertu du lemme 141231 les composantes irreductibles de X^l sont toutes de 
dimension di ; l'assertion i) est ainsi demontree. 

Soient (i,j) et (i',f) deux couples d'indices, et supposons que Xij C X^ j> . 
La composante Xij est alors incluse dans (Xi n X^l- Si i ^ i' alors (Xi n Xj<) 
est un ferme dc Zariski strict de Xi, done est de dimension strictement inferieure 
a di par le corollaire l4H6k en consequence dim (XiO X^) l < di, ce qui contredit 
l'egalite dim Xij = di. Des lors i = i', et j = j' puisque les X^j a i fixe sont 
par definition deux a deux non comparables pour I'inclusion. 

Les X^j forment un ensemble de fermes de Zariski de Xl qui le recouvrent, 
sont irreductibles et sont deux a deux non comparables pour I'inclusion. Cct 
ensemble est par ailleurs G-localement fini puisque celui des X^ l'est en vertu 
du 141 f 81 Les Xi j sont done les composantes irreductibles de Xl. □ 

(4.29) Corollaire. Soit X un espace k-analytique et soit U un ouvert de Zariski 
de X qui est dense dans X . Pour tout extension complete L de k, l'ouvert Ul 
est dense dans Xl. 

Demonstration. D'apres le lemme 141271 il suffit dc demontrer que pour toute 
composante irreductible T de Xl l'ouvert Ul rencontre T. Soit done T une telle 
composante ; notons F le complementaire de U dans X. II existe en vertu du 
lemme 141281 ci-dessus une composante irreductible S dc X tel que T soit une 
composante irreductible de Sl- Si d designc la dimension de S, alors dim T = d. 
Comme U H S ^ par l'hypothese faite sur U et le lemme 141271 on a l'inegalite 
dim F n S < d. Des lors, dim Fl C\ Sl < d, et Fl H Sl ne peut done contenir 
T; autrement dit, Ul rencontre T, ce qui acheve la demonstration. □ 

Tous les resultats que l'on a etablis dans cette section seront 
desormais utilises librement, sans references precises. 
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5 La normalisation d'un espace analytique 



Les morphismes quasi-dominants 

(5.1) Definition. Soit / : Y — > X un morphisme d'espaces analytiques. On 
dira que / est quasi- dominant si pour tout couple (V, U) forme d'un domaine 
analytique V de Y et d'un domaine analytique U de X contenant /(V), et pour 

toute composantc irreductible T de V, f(T) est une composante irreductible 
de U. 

Mentionnons tout de suite quelques proprietes elementaires des morphismes 
quasi-dominants. 

(5.1.1) Si Y est un domaine analytique d'un espace analytique X, la fleche 
naturelle Y °-> X est quasi-dominante ; en particulier \dx et °-> X sont quasi- 
dominants ; la composee de deux morphismes quasi-dominants est un morphisme 
quasi-dominant . 

(5.1.2) Si C designe la categorie dont les objets sont les espaces analytiques 
et dont les fleches les morphismes quasi-dominants alors X i— » Irr(X) est de 
maniere evidente un foncteur C — > Ens : si / : Y — > X est une fleche de C, l'ap- 
plication Irr(y) — > Irr(X) correspondante associe a une composante irreductible 

T de Y l'adherence f(T) ou, ce qui revient au meme, l'unique composante 
irreductible de X contenant f(T). 

(5.1.3) Soit / : Y — > X un morphisme d'espaces analytiques, et soit U un 
domaine analytique de X tel que f(Y) C U. Soit <? : y — > {/ le morphisme 
induit par /. Si / est quasi-dominant il est immediat que g est quasi-dominant ; 
reciproquement si g est quasi-dominant alors / est quasi-dominant, puisque c'est 
la composee de g et U X. 

(5.1.4) Soit / : y — > X un morphisme d'espaces analytiques, et soit [7 un 
domaine analytique de X. Si / est quasi-dominant, alors Y x x U — > [7 est quasi- 
dominant : en effet, y Xx U est un domaine analytique de Y ; par consequent, 

Y Xx U <—* Y est quasi-dominant ; le morphisme compose Y Xx U > Y ^ X 
Vest egalement. II se factorise par U, et il decoule alors du 151 1 131 ci-dessus que 

Y Xx U — > [7 est quasi-dominant. 

(5.2) Verification locale de la quasi-dominance. En pratique, on peut 
parfois se contenter de verifier la condition qui definit la quasi-dominance en se 
limitant a certains domaines analytiques bien choisis de la source ou du but ; 
donnons quelques exemples. 

(5.2.1) Soit / :7-»Xun morphisme d'espaces analytiques, et soit 'f (resp. 
^) un ensemble de domaines analytiques de Y (resp. X) possedant la propriete 
suivante : tout domaine analytique de Y (resp. X) est reunion d 'elements de 
"f (resp. r W).Le morphisme / est alors quasi-dominant si et seulement si pour 
tout V € y, pour tout U € W contenant f(V), et pour toute composante 

irreductible T de V, f(T) est une composante irreductible de U. 

La condition est en effet clairement necessaire. Verifions qu'elle est suffisante ; 
on la suppose done satisfaite. Soit V un domaine analytique de Y, soit T une 
composantc irreductible de V , et soit U un domaine analytique de X tel que 
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f(V) C U. Par definition de & , il existe un element U' de % inclus dans U et 
tel que / -1 (t/') rencontre T ; par definition de Y, il existe un element V de ^ 
contenu dans / ' (£/') et rencontrant T. Soit 5* une composante irreductible de 

; C/Zar 

T n ; on a T = £ yzar . On en deduit que J{T) Uz ^ = J{S) Z " = Jisf 7 "" 
Par hypothese, /(S 1 ) Zar est une composante irreductible de U' ; en consequence, 

f(S) Zar est une composante irreductible de U et / est quasi-dominant. 

(5.2.2) Soit / : Y — > X un morphisme d'espaces analytiques, et soit ^ un 
ensemble de domaines analytiques de Y tel que tout domaine analytique de Y 
soit reunion d'elements de "¥ . Le morphisme / est alors quasi-dominant si et 
sculcment si V — > X est quasi-dominant pour tout Fey: cette condition est 
en effet trivialement necessaire, et est suffisante d'apres Ie l5l2lll ci-dessus. 

(5.2.3) Soit / : Y — > X un morphisme d'espaces analytiques et soit & un 
ensemble de domaines analytiques de X tel que X soit reunion d'elements de 
% . Le morphisme / est alors quasi-dominant si et seulement si7xj[/ — > [7 est 
quasi-dominant pour tout U £ & . La condition est en effet necessaire d'apres le 
I5I1I4I Pour voir qu'elle est suffisante, supposons-la satisfaite. Soit Y la famillc 
des domaines analytiques V de Y tels qu'il existe U £ & par lequcl V — > X se 
factorise. Comme X est reunion d'elements de , tout domaine analytique de 

Y est reunion d'elements de Y (ses intersections avec les images reciproques des 
differents elements de & , par exemple) ; de plus, si V £ Y et si U est un element 
de % tel que V — > Y se factorise par [7, alors V — > J7 est quasi-dominant, 
puisque V Xj [7 [7 Test par hypothese; on en deduit que V — > X est quasi- 
dominant. Le 1512121 ci-dessus permet de conclure que / est quasi-dominant. 

(5.3) Quasi-dominance et immersions fermees. Nous allons appliqucr 
ce qui precede a l'etude des immersions fermees dont l'image est reunion de 
composantes irreductibles du but. Pour ce faire, nous aurons besoin du resultat 
qui suit sur les domaines analytiques d'un sous-espace analytique ferme d'un 
espace analytique. 

(5.3.1) Soit X un espace analytique, soit Z un sous-espace analytique ferme de 
X et soit V un domaine analytique de Z . II existe alors un G-recouvrement de V 
par des domaines analytiques de la forme WHZ, ou W est un domaine analytique 
de X. La question est en effet G-locale sur V, ce qui permet de supposer que 

V est affino'ide et qu'il est contenu dans un domaine affino'ide [7 de X ; mais 
l'assertion cherchee est alors une consequence directe de la variante en theorie 
de Berkovich du theoreme de Gerritzen-Grauert, variante due a Temkin ( [33j . 
th. 3.1). 

(5.3.2) Soient Y et X deux espaces analytiques. Soit J un faisceau coherent 
d'ideaux sur X dont le lieu des zeros Z est reunion (eventuellement vide) de 
composantes irreductibles de X ; on munit Z de la structure de sous-espace 
analytique ferme definie par J? . Soit / un morphisme de Y vers Z . Alors / est 
quasi-dominant si et seulement si le morphisme compose g : Y — > Z e -» X est 
quasi-dominant (ceci entraine notamment, comme on le voit en prenant / egal 
a l'identite de Z, que Z «-> X est quasi-dominant). 

En effet, supposons / quasi-dominant, soit V un domaine analytique de Y, 
soit U un domaine analytique de X tel que g(V) C U , et soit T une compo- 
sante irreductible de V. Le morphisme V — ► U se factorise canoniquement par la 
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fleche V — > U n Z induite par /. Comme / est quasi-dominant, f(T) Zar est 
une composante irreductible de U PI Z. Comme Z est reunion de composantes 
irreductibles de X, toute composante irreductible de U H Z est une compo- 
sante irreductible de U ; des lors, Z " = f(T)^ ^ est une composante 
irreductible de ?7, et g est quasi-dominant. 

Reciproquement, supposons g quasi-dominant. Soit V un domaine analytique 
de Y, et soit U un domaine analytique de X tel que f(V) <ZU (1 Z. Soit T une 

composante irreductible de V. L'on a f(T) ^ = g(T) z " ; comme g est 
quasi-dominant, ce dernier ferme de Zariski est une composante irreductible 
de U , done un ferme de Zariski irreductible maximal de U ; e'est a fortiori un 
ferme de Zariski irreductible maximal de U H Z , e'est-a-dire une composante 
irreductible de ce dernier. 

Comme tout domaine analytique de Z est, en vertu du 15131 II reunion de 
parties de la forme U H Z oh U est un domaine analytique de X, on deduit de 
ce qui precede, en se fondant sur le I5I2I1L que / est quasi-dominant. 

(5.3.3) Soit / :F->Zun morphisme d'espaces analytiques. Le morphismc 
/ est quasi-dominant si et seulement si le morphisme / re d : ^red - * ^red induit 
par / est quasi-dominant. 

En effet, supposons / re d quasi-dominant. Soit V un domaine analytique de Y, 
soit U un domaine analytique de X tel que f(V) C U, et soit T une composante 
irreductible de V ; l'hypothese de quasi-dominance de / ro d appliquee a V Te d, U Ic d 
et a la composante irreductible T de V Ic d assure immediatement que f(T) 
est une composante irreductible de U. 

Supposons maintcnant / quasi-dominant. L'immersion fermee K ro d Y est 
quasi-dominante en vertu du 151312k la composee Y IC( \ — > X est des lors quasi- 
dominante. Elle se factorise par le sous-espace analytique ferme X re d de X ; 
en utilisant a nouveau le I5I3I21 on voit que la fleche induite Y rc d — > X rc d est 
quasi-dominante . 

(5.4) Quasi-dominance et platitude. Nous allons maintenant expliquer 
pourquoi les morphismes plats, dans un sens que nous precisons ci-dessous, 
sont quasi-dominants, et mentionner un cas particulier important. 

(5.4.1) Soit / : Y — > X un morphisme d'espaces analytiques possedant la pro- 
priete suivante : pour tout domaine affinoide V de Y et tout domaine affinoi'de 
U de X tel que f(V) C U, la s^jj -algebre stfy est plate. Le morphisme / est 
alors quasi-dominant. En effet, soit V un domaine affinoi'de de Y, soit U un do- 
maine affinoide de X tel que f(V) C U, et soit T une composante irreductible 
de V. Comme stfy est plat sur s/u, le morphisme Spec sfv — > Spec sfu en- 
voie le point generique de toute composante irreductible de Spec srfy sur le 
point generique d'une composante irreductible de Spec En consequence, 

!7zar 

f(T) est une composante irreductible de U ; Ie l5l2ll| permet de conclure que 
/ est quasi-dominant. 

(5.4.2) Soit X un espace A-analytique et soit L une extension complete de k. 
On deduit du l5l4lll ci-dessus que Xl — > X est quasi-dominant. 

(5.5) Un critere dimensionnel de quasi-dominance. Soit / : Y — ► X un 
morphisme d'espaces fc-analytiques possedant les deux proprietes suivantes : 
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• / est de dimension relative egale a zero ; 

• pour toute composante irreductible T de Y, il existe une composante 
irreductible S de X telle que dim S = dim T et telle que f{T) C S. 

Alors pour toute extension complete L de k, le morphisme — > induit 
par / est quasi-dominant. En effet, soit L une telle extension. La dimension 
relative de Yj, — > Xl est encore egale a zero. Soit Z une composante irreductible 
de Yl ; en vertu du lemme 141281 Z est une composante irreductible de Tl pour 
une certaine composante irreductible T de Y ; si d designe la dimension de T, 
alors Z est de dimension d, toujours d'apres le lemme 141281 Par hypothese, il 
existe une composante irreductible S de X de dimension d telle que f(T) C S. 
L 'image de Z est contenue dans une composante irreductible de Sl, laquelle est, 
une fois de plus d'apres le lemme 141281 une composante irreductible de Xl de 
dimension d. 

II en resulte que Jl satisfait les memes hypotheses que / ; on peut done, pour 

etablir notre assertion, supposer que L = k. Soit V un domaine analytique de Y, 

soit U un domaine analytique de X tel que f(V) C U et soit T une composante 

— y Zar 

irreductible de V . L'adherence T ' de T est une composante irreductible de 

— Yz ar 

Y\ soit d sa dimension; elle coincide avec celle de T. L'image de T est 
contenue dans une composante irreductible S de X de dimension d. Comme 
T est de dimension d, il existe t G T tel que d(Jf?(i)/k) = d; puisque / est 

de dimension relative nulle, d(Jf(f(t))/k) — d. L'adherence f(T) est done 
de dimension au moins egale a d ; comme elle est incluse dans U H S qui est 
purement de dimension d, e'est une composante irreductible de U D S, ce qu'il 
fallait demontrer. 

Definition de la normalisation 

(5.6) Definition. Soit X un espace analytique. On appellera normalisation de 
X tout objet final de la categorie des espaces analytiques normaux munis d'une 
fleche pseudo-dominante vers X ; il decoule de cette definition que si X' et X" 
sont deux normalisations de X alors il existe un unique X-isomorphisme entre 
X' et X" ; il est tautologique que X est une normalisation de lui-meme si et 
sculcment si il est normal. 

(5.7) Lemme. Soit X un espace analytique et soit U un domaine analytique 
de X. Supposons que X posse.de une normalisation X' . Sous cette hypothese, 
U Xx X' est une normalisation de U. 

Demonstration. Puisque U Xx X' est un domaine analytique de X', il est 
normal, et U x x X' — > U est quasi-dominant d'apres le I5I1I4I 

II reste a montrer que tout morphisme quasi-dominant d'un espace normal 
Z vers U se factorise de maniere unique par U Xx X' — > U. Ceci est une 
consequence formelle des faits suivants : 

• si Z — > U est un morphisme, alors il est quasi-dominant si et seulement si 
le morphisme Z — > X induit est quasi-dominant ; 
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• il existe une bijection naturelle entre l'ensemble des morphismes de Z dans 
U et l'ensemble des morphismes de Z dans X dont l'image est contenue 
dans U ; il existe une bijection naturelle entre l'ensemble des morphismes 
de Z dans U Xx X' et l'ensemble des morphismes de Z dans X' dont 
l'image est contenue dans U Xx X' . □ 

Existence de la normalisation : le cas affino'ide 

Rappelons qu'une algebre affino'ide est un anneau excellent par le theoreme 
12161 ; c'est en particulier un anneau japonaitQ. 

(5.8) Proposition. Soit si une algebre k-affinoide et soient pi,...,p r ses 

ideaux premiers minimaux. Pour tout i, soit la fermeture integrate de srf /pi 
dans son corps des fractions. On munit 8$ := Yi-^i de sa structure de si - 
algebre de Banach finie. L'on pose X = jjt(si) et Y = ^{88), et Von note f 
le morphisme naturel Y — > X . 

i) Le morphisme f est fini et surjectif; pour toute extension complete L 
de k, la fleche induite Yj, — » Xl est quasi- dominante ; si X est purement de 
dimension d pour un certain d, alors Y est purement de dimension d ; 

ii) Y est une normalisation de X. 

Demonstration. Etablissons tout d'abord i). II est immediat que / est fini. 
Pour tout i, notons Xi (resp. Yi) l'espace ^(si /pi) (resp. ^(8§i)). Les Xi 
sont les composantes irreductibles de X, munies de leur structure reduite; les 
Yi sont les composantes connexes de Y et sont toutes irreductibles par normalite 
de Spec 8§. Pour tout i, le morphisme fini naturel Yi —> Xi est surjectif puisquc 
sf /pi s'injecte dans 8§i (cf. [H], 0.8) ; il en resulte que dim Xi = dim Yi. On en 
deduit que / est fini et surjectif et, en vertu du l5!5[ que /l est quasi-dominant 
pour toute extension complete L de k. Si les Xi sont tous de dimension d pour 
un certain d £ N, alors par ce qui precede les Yi sont tous de dimension d ; 
l'assertion i) est ainsi demontree 

Etablissons maintenant ii). 

(5.8.1) Le i) assure que / est quasi-dominant, et Y est normal par construction. 

(5.8.2) Soit Z un espace analytique normal et soit Z — > X un morphisme quasi- 
dominant ; montrons que Z — > X se factorise d'une unique maniere par un mor- 
phisme Z — > Y . En raisonnant G-localement sur Z, on se ramene au cas ou celui- 
ci est affino'ide ; notons ^ l'algebre des fonctions analytiques sur Z et . . . , 3? n 
les composantes connexes de Spec qui sont integres puisque "if est normal. 
Soit j un entier compris entre 1 et n. Comme est quasi-dominant, le point 
generique de s'envoie sur le point generique d'une composante irreductible 
de Spec s/. II existe done un unique i tel que 3fj — > Spec s/ se factorise par un 
morphisme — > Spec s/ /pi ; cette factorisation est unique et 3% — > Spec s/ /pi 
est dominant. Comme Sfj est integre et normal, 3?j — > Spec s/ /pi se factorise 
d'une unique maniere par une fleche 3fj — > Spec S&i. 

II decoule immediatement de ce qui precede que si — > c & se factorise d'une 
unique maniere par un morphisme d'anneaux 8$ — > ^ . Comme si — > 8$ est 

7 Ce dernier fait a ete montre plus simplement par Berkovich ([SJiProp- 2.1.14, ; i)) a partir 
du caractere japonais des algebres strictement affinoi'des (|1D|. 6.1.2/4). 
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borne, et comme 38 est munie de sa structure de .e^-algebre de Banach finie, 
38 — > ^ est borne, ce qui acheve la demonstration. □ 

Existence de la normalisation : le cas general 

(5.9) Topologie generale. Rappelons qu'un espace topologique X est dit 
paracompact s'il est separe et si chacun de ses recouvrements ouverts peut etre 
raffine en un recouvrement localement fini ; il revient au meme, lorsque X est 
separe et localement compact, de demander qu'il soit reunion disjointe d'ouverts 
denombrables a l'infini. Cette equivalence est etablie par exemple dans [13j . 
I, §10, no. 12; la preuve qui y est donnee de l'implication reciproque montrc 
meme, sans le mentionner explicitement, que si X est localement compact et 
paracompact et si 38 est une base de voisinages non necessairement ouverts de 
X, alors tout recouvrement ouvert de X peut etre raffine en un recouvrement 
localement fini constitue d'elements de 38. 

(5.10) Theoreme. Tout espace analytique admet une normalisation. 
Demonstration. Soit X un espace analytique. 

(5.10.1) Supposons que X est paracompact. II possede alors un recou- 
vrement localement fini (Xj) par des domaines affino'ides; chacun d'eux est 
compact et done ferme dans X. Pour tout i, l'espace afHnoide Xi possede une 
normalisation X[ d'apres la proposition 15181 ci-dessus. Soient i et j deux indices. 
Pour tout domaine analytique U de f] Xj , les espaces X[ [/ et X'j x x } U 
sont d'apres le lemme 15171 deux normalisations de U ; ils existe done un unique 
[/-isomorphisme entre eux, ce qui permet de mettre en ceuvre le procede de re- 
collement de [3J, prop. 1.3.3, b) ; on obtient un espace analytique X' muni d'un 
morphisme vers X et d'une collection d'isomorphismes X' Xx Xi ~ X[. 

L'espace X' est G-recouvert par les X[ qui sont normaux, et il est done 
normal. Comme X[ — > Xi est quasi-dominant pour tout i, la Heche X' — > X est 
quasi-dominante d'apres le 1512131 

Soit Z un espace analytique normal, et soit Z — > X un morphisme quasi- 
dominant. Pour tout i et pour tout domaine analytique U Ae Xi, le domaine 
analytique Z Xx U de Z est normal, et Z Xx U — > U est quasi-dominant 
par le I5I1I4I Des lors, Z x x U — > U se factorise d'une unique maniere par la 
normalisation de U , laquelle s'identifie en vertu du lemme 151 71 au produit fibre 
X[ XXi U, autrement dit k X' x x U. L'existence et l'unicite de ces factorisations 
locales assurent l'existence et l'unicite d'une factorisation globale de Z — > X par 
un morphisme Z — > X' ; ainsi, X' est une normalisation de X. 

(5.10.2) Le cas general. On ne fait plus d'hypothese sur X. II possede un 
recouvrement (Xi) par des ouverts paracompacts et topologiquement separes; 
en vertu du 15110111 chaque Xi possede une normalisation X[. On construit une 
normalisation de X en recollant les X[, par une methode analogue a celle suivie 
au l5U0lfl mais en se fondant cette fois-ci sur sur [3], prop. 1.3.3, a). □ 

Si X est un espace analytique, il possede done une normalisa- 
tion ; celle-ci etant unique a unique isomorphisme pres, on parlera 
desormais de la normalisation de X. 

(5.11) Soit X un espace k- analytique et soit X' sa normalisation. 
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(5.11.1) Le morphismc X 1 — > X est fini et surjectif; si X est purement de 
dimension d pour un certain entier d, alors X' est purement de dimension d ; 
si L est une extension complete de k, alors — + Xj, est quasi-dominant. En 
effet, ces assertions sont locales pour la G-topologie sur X (pour la derniere, 
cela est du au I5I2I3|) . ce qui autorise a supposer que X est fc-affinoide, auquel 
cas elles resultent de la proposition 1 5 181 et du 15151 

(5.11.2) Etant normal, X' est reduit, et X' — > X se factorise done d'une unique 
maniere par X rc d. Soit Z un espace analytique normal et soit Z —>■ X rc( j un 
morphismc quasi-dominant. Le morphisme compose Z — > X ro( j — > X est encore 
quasi-dominant (|5I3I2|) . et se factorise done d'une unique maniere par une fleche 
Z — ► X' . Comme X TCC i — > X est une immersion fermee, l'application naturelle 
Homx red (Z, X') — > Homx(Z, X') est bijective. En consequence, Z — ► X Ic a se 
factorise d'une unique maniere par X' ; autrement dit, X' — > ^ r od identifie X' 
a la normalisation de X le d- 

Normalisation et composantes irreductibles 

(5.12) Proposition. Soit X un espace analytique normal. L'ensemble des com- 
posantes irreductibles de X coincide avec celui de ses composantes connexes. 

Demonstration. Comme l'ensemble des composantes irreductibles de X est 
G-localement fini, il suffit de montrer que celles-ci sont deux a deux disjointcs. 
Soit iflet soient Y et Z deux composantes irreductibles de X contenant x. 
Soit V un domaine affino'ide de X contenant x. Soit S (resp. T) une composante 
irreductible de Y fl V (resp. Z n V) contenant x. Les fermes de Zariski S et T 
de V en sont deux composantes irreductibles. Comme Spec s$v est normal, ses 
composantes irreductibles sont deux a deux disjointes, et il en va done de meme 
de celles de V ; en consequence, S — T. Mais on a alors Y = S Xza " = T Xz " = 
Z. □ 

(5.13) Lemme. Soit X un espace analytique reduit. Le lieu de normalite de 
X est un ouvert de Zariski dense de X. 

Demonstration. On sait deja qu'il s'agit d'un ouvert de Zariski. Concernant 
la densite, il suffit de la verifier G-localement, et Ton peut done supposer que X 
est affino'ide. Soit sd l'algebre des fonctions analytiques sur X. Comme si est 
reduit, les anneau locaux des points generiques des composantes irreductibles 
de Spec s/ sont des corps; en consequence, le lieu de normalite de Spec &f 
rencontre chacune de ses composantes irreductibles. □ 

(5.14) Proposition. Soit X un espace analytique. Si X est irreductible, sa 
normalisation est connexe. 

Demonstration. Soit d la dimension de X et soit X' sa normalisation. Comme 
elle coincide avec la normalisation de X Ie( ± (|5llll2p . on peut remplacer X par 
X rc( i (ce qui ne modifie pas son caractere irreductible) et done le supposer 
reduit. L'espace X' est purement de dimension d (|5lf f If \i . Supposons que l'on 
ait X' = X[ U X' 2 oil les X[ sont deux ouverts disjoints et non vides de X'. Soit 
i € {1,2}. L'ouvcrt non vide X[ de X' est de dimension d, et est par ailleurs 
un ferme de Zariski de X' . Son image sur X est done un ferme de Zariski de 
dimension d de ce dernier ; puisque X est lui-meme irreductible et de dimension 
d, la fleche X- — > X est surjective. 
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Ceci valant pour i = 1 et pour i = 2, tout point de X a au moins deux 
antecedents sur X' . Le lieu de normalite de X , au-dessus duquel le morphisme 
de normalisation est un isomorphisme, est done vide. Mais X est non vide et 
reduit, et le lemme I5IT31 conduit alors a une contradiction. □ 

(5.15) Theoreme. Soit X un espace analytique et soit f : X' — > X sa norma- 
lisation. 

i) Si Q est une composante connexe de X' alors f(£l) est une composante 
irreductible de X, et le morphisme naturel — > /(f2) rc d (dont I'existence est 
assure par le caractere reduit de £1) identifie £1 a la normalisation de f(^l) ro d / 

ii) V application Q > /(f2) etablit une bisection tto(X') ~ Irr(X) . 

Demonstration. Soit (X^) la famille des composantes irreductibles de X. 
Pour tout i, notons X[ la normalisation de X; !re( j. En vertu du 1511 1111 et de 
la proposition 151141 il suffit dc montrer que le X-espace ]J X[ s'identifie a la 
normalisation de X. 

L'espace ]J X[ est normal. Pour tout indice i, le morphisme X[ — > X^ re d est 
quasi-dominant, ct X- — > X est des lors quasi-dominant (|5l3l2p ; il s'ensuit que 
\JX- -> X' est quasi-dominant 1(512121 ) 

Soit Z un espace analytique normal, et soit Z — > X un morphisme quasi- 
dominant. Nous allons montrer que Z —> X se factorise d'une unique maniere 
par JJ^j', ce qui permettra de conclure. II suffit dc montrer que pour toute 
composante connexe S de Z, la fleche S — * X se factorise d'une unique maniere 
par JJ X[. Soit done S une composante connexe de Z ; le lemme ISTT21 assure que 
S est irreductible. Par ailleurs S est un ouvert de Z ; en consequence, l'espace 
analytique S est normal et S — ► X est quasi-dominant. 

Puisque S est irreductible et puisque S —> X est quasi-dominant, l'adherence 
de Zariski de l'image de S dans X est egale a Xg pour un certain I ; il en decoule 
que si j ^ £, l'image de S n'est pas incluse dans Xj. Par connexite de S, toute 
fleche S — > ]J X| se factorise par pour un certain j ; de ce qui precede, on 
deduit alors que toute X-fleche S — > ]J se factorise par X' t . II suffit done de 
demontrer que S — > X se factorise de maniere unique par X^. 

L'espace 5 est reduit, et son image sur X est incluse dans Xg. II en decoule 
que S — > X se factorise d'une maniere unique par X^ re( j. Comme X£. rec ; — * X 
est une immersion fermee, Homx(S l , X' e ) = Homx e>red (S, X' e ) ; il suffit done de 
demontrer que S — > X^ rec i se factorise d'une unique maniere par X[. 

Or la fleche composee S — > X£. rec ; — ■+ X est quasi-dominante ; il s'ensuit que 
5 —> Xi tT . ec i est quasi-dominante (|5l3l2p . L'espace S* etant normal, 5 1 — > X£ jre d 
se factorise de maniere unique par la normalisation X^ de X£. re£ ;. □ 

De ce qui precede et du lemme 141271 decoule immediatement le corollaire qui 
suit. 

(5.16) Corollaire. Soit X un espace analytique et soit X' sa normalisation. 
Soit U un ouvert de Zariski dense de X . Le produit fibre X' Xx U est un ouvert 
de Zariski dense de X' . □ 

Le theoreme IB1 I15I et le corollaire IB1 I16I seront utilises dans la suite 
sans rappel ni justification. 
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Normalisation et anneaux locaux 

(5.17) Lemme. Soit X un bon espace analytique et soit X' sa normalisation. 
Soit x S X et soient 

X ~y f • • • •) X y SGS antecedents sur X' . L'anneau Y[^x',x'. 
s'identifie naturellement a la normalisation de &x,x- 

Demonstration. On procede en plusieurs etapes. 

(5.17.1) On peut supposer que X est affinoide ; notons srf l'algebre correspon- 
dante. Soient pi, . . . ,p s les ideaux premiers minimaux de &x,x- Le lemme IDI43I 
permet de se ramener, quitte a restreindre X, au cas ou il existe des ideaux 
qi, . . . , q s de possedant les propriete suivantes, Fi designant pour tout i le 
lieu des zeros de q^ sur X : 

i) c\t^x,x = Pi pour tout i ; 

ii) pour tout voisinage affinoide V de x dans X le point x n'appartient qu'a 
une composante irreductible d de Fi n V ; les Gi sont deux a deux distinctes 
et sont exactement les composantes irreductibles de V contenant x. 

(5.17.2) Soit V un voisinage affinoide de x dans X ; posons V = V Xx X'. 
D'apres ii), il y a exactement s composantes irreductibles de V qui passent par 
x ; il y a done exactement s composantes connexes de V' dont l'image sur V 
contient x. Ceci valant pour tout V, on a r = s. 

(5.17.3) Traitons maintenant un cas particulier, celui ou ffx,x est integre; no- 
tons qu'alors r = s = 1, et Ton designera simplement par x' l'unique antecedent 
de x sur X'. L'anneau local ffx\x> est normal, et fini sur &x.x- 

Soit / appartenant au noyau de &x,x — * &x> ,x' ■ Soit O un voisinage affinoide 
de x dans X sur lequel / est definie et soit fl' l'image reciproque de sur X'. 
Comme l'image /' de / dans @x',x' est nulle le lieu des zeros de /' contient un 
voisinage de x' dans Q'. Par normalite de il contient la composante connexe 
fig de x' dans ft' (laquelle est irreductible). Le lieu des zeros de / contient 
done l'image de fl' , qui est une composante irreductible de passant par x ; 
l'assertion ii) ci-dessus garantit l'unicite d'une telle composante (rappelons que 
r = s = 1) qui est done un voisinage de x dans X. II en decoule que / est 
nilpotente au voisinage de x, et done nulle lorsqu'on la voit comme appartenant 
a l'anneau local integre ffx,x ] ainsi, &x,x ^ &x',x'- 

Soit / appartenant a ffx',x'- H existe un voisinage affinoide f2 de x dans 
X tel que / soit definie sur l'image reciproque $1' de fl. Par la construction 
de la normalisation dans le cas affinoide, il existe g € s^n qui n'est pas un 
diviseur de zero et telle que gf provienne d'une fonction appartenant a s/q. 
Comme g n'est pas diviseur de zero dans £/q, le lieu des zeros de g ne contient 
pas l'unique composante irreductible de 17 a laquelle appartient x ; il ne contient 
done aucun ouvert non vide de cette derniere, et est des lors non nul lorsqu'on le 
voit comme clement de &x,x- L'image de / dans le corps des fractions de 0x> ,x' 
provient done du corps des fractions de &x,x- Ainsi ffx.x ^ 0x',x' apparait 
comme une injection finie a but normal entre anneaux integres qui induit un 
isomorphisme au niveau des corps de fractions ; par consequent, ffx'.x' s'identifie 
a la normalisation de &x,x ■ 

(5.17.4) Revenons au cas general et aux notations correspondantes. Soit V 
un voisinage affinoide de x dans X ; posons V — V Xx X' et considerons les 
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fermes Gi introduits lors de l'enonce de l'assertion ii) ; on les munit de leur 
structure reduite. Pour tout i, notons G\ la normalisation de Gi, idcntificc a unc 
composante connexe de V . Puisque s = r, on peut renumeroter les x\ de sorte 
que x\ e G\ pour tout i. 

Fixons i. L'anneau &x',x'- coincide avec &g'.,x'- Comme le ferme de Za- 
riski reduit Gi est defini au voisinage de x par l'ideal c\i, l'anneau local &d,x 
est canoniquement isomorphe a (0x,x/Pi)red flemme . qui n'est autre que 
&x,x/pi puisque pi est premier. Le cas particulier traite au 15117131 assure que 
Gqi x > s'identifie a la normalisation de l'anneau local integre &Gi,x, c'est-a-dire 
que &x' ,x'- s'identifie a la normalisation de &x,x/pi- Ceci valant pour tout i, le 
produit J| Gx 1 ,x' s'identifie a la normalisation de Gx.x- □ 

Normalisation et extension des scalaires 

(5.18) Proposition. Soit X un espace k-analytique et soit L une extension 
complete de k. Soit X' la normalisation de X et soit Y celle de X^. II existe un 
unique X -morphisme Y — > X' L ; il est fini, surjectif, et c'est un isomorphisme 
si et seulement si X' L est normal. 

Demonstration. On procede en plusieurs etapes. 

(5.18.1) Existence et finitude du morphisme. Par definition, Y — > Xl est quasi- 
dominant, et Xl — > X est quasi-dominant d'apres le I5I4I2I Par consequent, 

Y — * X est quasi-dominant. Comme Y est normal, Y X se factorise par un 
unique morphisme Y — > X' L , qui est fini puisque Y — > Xj, et X' L — > Xl le sont. 

(5.18.2) Surjectivite du morphisme. On peut supposer que X est reduit. Soit U 
le lieu de normalite de X et soit V son image reciproque sur X'. Le lemme [51131 
assure que U est dense dans X, le corollairc 1 5 1 1 61 garantit que V := UxxX' est 
un ouvert de Zariski dense de X'. Par definition de U, la fleche V — > U est un 
isomorphisme ; des lors U' L ~ Ul \ notons que la densite de U' dans X' entraine 
celle de U' L dans X' L , et que U' L n'est autre que l'image reciproque de Ul sur 
X' L . Comme Y — » est surjective, l'image de Y" sur contient C/ L ; comme 
X' L — > Xl induit un isomorphisme {/£ ~ C/l, l'image de Y" sur X' L contient 
U' L . Cette image est par ailleurs, en vertu de la finitude de Y — > Xl, un ferme 
de Zariski de X' L . L'ouvert U' L de X' L etant dense pour la topologie de Zariski, 

Y — > X L est surjective. 

(5.18.3) Condition necessaire et suffisante pour avoir affaire a un isomor- 
phisme. Soit Z un espace analytique normal et soit Z — > Xl une fleche quasi- 
dominante. La composee Z —* Xl — > X est quasi-dominante et ^ est normal ; il 
existe des lors un unique fc-morphisme Z —> X' par lequel Z — » X se factorise, 
et done un unique L-morphisme Z — > X' L par lequel Z —> Xl se factorise. II en 
decoule, X' L — > Xl etant quasi-dominant en vertu du l5llllfl que X' L s'identifie 
a la normalisation de Xl si et seulement si il est normal. □ 

6 Autour de la regularity geometrique 

Afin d'eviter des distinctions fastidieuses entre la caracteristique nulle et la 
caracteristique positive, on note desormais par p l'exposant caracteristique de k. 
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Si p = 1 (i.e. si k est de caracteristique nulle) alors k 1 ^ designera simplement 
k. La cloture parfaite de k est la reunion des k 1 ^ . 

La validite sur k x l' p entraine la validite geometrique 

(6.1) Lemme. Le complete L de la cloture parfaite de k est parfait. 

Demonstration. Soit x G L. II existe une suite (a;,) d'elements de (J k 1 ^ qui 
converge vers x ; la suite est une suite d'elements de (J k x l p qui est de 

Cauchy et dont la limite y dans L verifie l'egalite y' p = x. □ 

(6.2) Lemme. Soit X un espace k-affinoi'de et soit x G X . 

i) dirn#( x ) O^r/fc ® Jf?(x) ^ dim, X ; 

ii) si dim^( x ) ^x/k ® = dim, X, a/ors ^x,k est regulier; 

Hi) si \k*\ =/= {1}, si &x,x est regulier et si Jt?(x) = k, on a l'egalite 
diru^a) &x/k ® <%?( x ) = dim, X. 

Demonstration. Soit srf l'algebre des fonctions analytiques sur X. Si L est 
une extension complete de k, la fleche Xl — * X est un morphisme fidelement 
plat d'espaces anneles. On peut done supposer, quitte a etendre les scalaires, 
que J4?(x) = k et que |fc*| ^ {1}. II existe alors une immersion fermee de X 
dans un polydisque compact de centre x; on en deduit l'existence d'un voisi- 
nage strictement /c-affmo'ide de x dans X . Ccttc remarque pcrmet de rcstrcindre 
X de sorte qu'il soit lui-meme strictement fc-amnoide. On a alors l'egalite 
dim Krull X . X = dim, X (10I26I1()|) . 

Soit m l'ideal maximal de ffx.x- La derivation / i— > / — f(x) induit un 
isomorphisme Q x /k ® x ^ — m / m2 > e t le lemme s'ensuit immediatement. □ 

(6.3) Proposition. Soit X un espace k-analytique et soit x G X. Soit P une 
propriete appartenant a V ensemble defini au 131301 Les propositions suivantes 
sont equivalentes : 

i) il existe une extension complete et parfaite L de k telle que pour tout point 
y de Xl situe au-dessus de x, Vespace Xl satisfasse P en y ; 

ii) pour toute extension complete F de k et pour tout point z de Xp situe 
au-dessus de X , Vespace Xp satisfait P en y. 

Si de plus P est la regularite, ces deux propositions equivalent a la troisieme 
ci-dessous : 

Hi) dim^^j ^x/k ® ^{x) = dim, X . 

Demonstration. Montrons que i) ii). Supposons que i) est vraie, soit F 
une extension complete de k et soit z un point de Xp situe au-dessus de x. 
Soit K une extension complete composee de F et L et soit t un point de 
situe au-dessus de z; soit y l'image de t sur Xp- Comme L est parfait, K est 
une extension anaytiquemcnt separable de L ; l'espace Xl satisfaisant P en y, 
l'espace X^ satisfait P en t ; on en deduit que Xp satisfait P en z. 

L'implication it) i) est triviale. 

Plagons-nous maintenant dans le cas ou P est la regularite. Supposons que 
Hi) est vraie. Soit L le complete de la cloture parfaite de k. Soit y un point de 
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Xl situe au-dessus de x ; grace a l'egalite dim^( y ) ^ Xl /l ® ^{y) = dim y Xl 
et en vertu du lemme 16121 l'espace Xl est regulier en y ; comme L est parfait 
(lemme [BTTT) . l'assertion i) est ainsi etablie. Supposons maintenant que ii) est 
vraie. Soit F une extension complete de J^/f(x) dont la valeur absolue n'est 
pas triviale. L'espace Xp possede un F-point y au-dessus de x. Comme Xp 
est regulier en y en vertu de l'hypothese ii), on a d'apres le lemme loT2l l'egalite 
dim^( y ) ^x f /f® ^ (y) ~ dim a Xp ; on en deduit que dirn#(x) ^ x /k ®^(x) — 
dim x X ; ainsi, Hi) est verifi.ee. □ 

(6.4) Definition. On dit que l'espace X satisfait geometriquement la propriete 
P en x si les proprietes equivalentes i) et ii) sont verifiees ; on dit que X satisfait 
geometriquement P s'il la satisfait geometriquement en chacun de ses points. On 
parlera ainsi d'espace geometriquement regulier, geometriquement normal (i.e. 
S2 et geometriquement d'apres le critere de Serre) geometriquement reduit 
(i.e. Si et geometriquement Rq, d'apres le critere de Serre), etc. En reference a 
la propriete Hi), on emploiera le plus souvent l'expression «quasi-lisse» en lieu 
et place de « geometriquement regulier ». 

(6.5) Remarque. Si k est parfait, alors par definition X satisfait P en x si et 
seulement si il la satisfait geometriquement en x. 

(6.6) Proposition. Soit X un espace k-analytique. Le lieu de quasi-lissite U 
de X est un ouvert de Zariski de X , la dimension locale d est une fonction 
localement constante sur U , et ^\j^ k est G-localement libre de rang d. 

Demonstration. Les proprietes enoncees etant de nature G-locale, on peut 
supposer que X est fc-affino'ide. On designe par jz/ l'algebre des fonctions analy- 
tiques sur X et par 3£ le spectre de . Soit (Xi) la famillc finie des composantes 
irreductibles de X ; pour chaque i, on note di la dimension de Xi et 3£i le ferme 
de Zariski de qui correspond k Xi. Si x est un point quasi- lisse de X, alors 
&x,x est regulier, et en particulier integre; il s'ensuit, d'apres le lemme I0l40[ 
que x n'est situe que sur une seule composante irreductible de X ; si Xi est la 
composante en question, on a dim^ X = d^. 

Soit "¥ l'ouvert de X forme des points qui ne sont situes que sur une seule 
composante irreductible ;ona^ = JJ^n^i. Pour tout i et tout point x de 
YD -%i, le lemme EE] assure que dim K ( x ) fi^ ^ ® k(x) ^ di ; par semi-continuite 
superieure du rang, Pensemble % des points x de YC] %i en lesquels on a egalite 
est un ouvert de Zariski de ^T. 

D'apres ce qui precede, U s'identifie a l'image reciproque de JJ^i, et c'est 
done bien un ouvert de Zariski de X, sur lequel la dimension locale est par 
construction localement constante. L'anneau (?x,x est regulier pour tout point 
x de U ; il en resulte que le schema ]J % est regulier. Le faisceau coherent 
induit par ^l]^/ k sur le schema noetherien localement integre ]J % ayant un 
rang localement constant, il est localement libre. On en conclut que &\jf k est 
localement libre ; par construction, son rang en tout point x de U coincide avec 
dim x U . □ 

Le lemme suivant sera utilise a plusieurs reprises par la suite. 

(6.7) Lemme. Soit n e N et soit X un espace k-analytique. L 'application 
naturelle X k i/ P n — > X induit un homeomorphisme entre les espaces sous-jacents 
munis de leurs topologies de Zariski. 
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Demonstration. Cette application etant bijective f cf. lOI20P3| et continue pour 
les topologies de Zariski, il reste a s'assurer qu'elle transforme tout ferme de 
Zariski de X k i/ P ™ en un ferme de Zariski de X. La question est locale pour la 
G-topologie sur X, que Ton peut done supposer fc-amno'ide. Soit F un ferme 
de Zariski de X k i/ P ™ . II est defini comme le lieu d'annulation simultanee d'une 
famille (fi) de fonctions analytiques sur X k i/ P ™ ; on peut egalement le decrire 
comme le lieu d'annulation simultanee des ff . Mais ff provient pour tout i 
d'une fonction analytique gi sur X ; l'image de F sur X est le lieu d'annulation 
simultanee des gi, qui est un ferme de Zariski de X. □ 

L'enonce de la proposition qui suit a ete inspire a Pauteur par le lemme 3.3.1 
et de la proposition 3.3.6 de [TB] . 

(6.8) Proposition. Soit X un espace k-analytique, soit x un point de X et soit 
y Vunique point de X k i/ P situe au-dessus de x. Soit P une propriete appartenant 
a Si . Les propositions suivantes sont equivalentes : 

i) X satisfait geometriquement P en x ; 

ii) X k i/ P satisfait P en y. 

En particulier, X est quasi-lisse en x si et seulement si X k i/ P est regulier 
en y. 

Demonstration. L'implication i) =>■ ii) est evidente, et la derniere assertion 
est simplement une reformulation de l'equivalence i) ii) lorsque P est la 

regularite. II reste a etablir ii) i) ; on suppose done que ii) est verifiee. Soit 
U le lieu de validite de P sur X k i/ P . C'est un ouvert de Zariski de X k i/ P ; son 
image V sur X est un ouvert de Zariski de X d'apres le lemme IBTfl ci-dessus ; en 
remplaciant X par V, on se ramene au cas ou X k i/ P satisfait P, et l'on cherche 
a montrer que Xl satisfait P pour toute extension complete L de k. On peut 
supposer que X est fc-affinoide. 

Soit r un polyrayon deployant X (rappelons que par definition un tel r est en 
particulier /c-libre). On a (kr) 1 ^ — (fc 1 / p ) r i /p , et (fc r ) 1 / p est done une extension 
analytiquement separable de k 1 ^. On en deduit que X/ k \i/ P satisfait P. Soit L 
une extension complete de k et soit K une extension complete de k composee 
de L et k r ; si Xk satisfait P, alors Xl satisfait P. Quitte a remplacer k par k r 
et X par X r , on peut par consequent faire l'hypothese que |fc*| ^ {1} et que X 
est strictement fc-affinoi'de. 

Soit Y le lieu de non-regularite de X k i/ P . C'est un ferme de Zariski de X k i/ P 
dont on note d la codimension de Krull. Son image Z sur X est un ferme de Za- 
riski de X de codimension de Krull egale a d (lemme I6I7[) ; pour toute extension 
complete L de k, la codimension de Krull de Zl dans Xl vaut egalement d. 

La propriete P est ou bien la regularite, auquel cas Y et Z sont vides, ou 
bien la propriete R m pour un certain m £ N, auquel cas d > m. Dans les deux 
situations, il sufHt de demontrer que Xl — Zl est regulier pour toute extension 
complete L de k, autrement dit que X—Z est quasi-lisse. On va montrer que tout 
domaine strictement fc-affinoi'de W de X — Z est quasi-lisse, ce qui permettra de 
conclure. Soit W un tel domaine et soit srf l'algebre de fonctions correspondantc ; 
comme W k i/ P est inclus dans X k i/ P — Y, il est regulier. 

(6.8.1) Si F est une extension finie purement inseparable de k, l'algebre s^f 
est reguliere. C'est evident si p — 1 ; sinon, soit {a\, . . . , a n ) une p-base de F 
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sur k. Pour tout i, notons rii le plus petit entier non nul tel que € k, et (3i 

l'element of % de F. Soit Fq le sous-corps de F engendre par k et les /3j. II se 
plonge dans k 1 ^ ; on en deduit que s^p est regulier. Par ailleurs fi^ p ,^ est un 
■K^-module libre de rang n (les dcti en constituent une base), et 0^- F ^ est un 
s$F -module libre de rang n (les d/3, en constituent une base). Par le critere de 
regularity de Kiehl ([25], Satz. 2.2 ; cf. [15], th. 1.1.1), .k^f est reguliere. 

(6.8.2) Si F est une extension finie de k, Valgebre s^f est reguliere. Pour le 
verifier, on peut agrandir F et la supposer normale, elle admet alors un devissage 
k C Fi C F, oil F\ est purement inseparable sur k et oil F est separable sur F\. 
L'algebre .s^p 1 est reguliere d'apres ce qui precede, et la .t^-algebre etale s^f 
est done reguliere. 

(6.8.3) Conclusion. Soit w un point rigide de W. Le l6l8l2l ci-dessus assure que 
Wji<>( w ) est regulier ; comme W^i w \ possede un ^(u^-point au-dessus de w, le 
lemmc 1612 1 entraine la quasi-lissite de W en w. Le lieu de non quasi-lissite de 
W est un ferme de Zariski, dont on vient de voir qu'il ne contient aucun point 
rigide. Par le Nullstellensatz, il est vide. □ 

(6.9) Corollaire. Soit X un espace k-analytique et soit P une propriete appar- 
tenant a&. Le lieu des points de X en lesquels P est geometriquement satisfaite 
est un ouvert de Zariski de X ; sa formation commute a toute extension du corps 
de base. 

Demonstration. La premiere assertion decoule du fait que le lieu de validite 
de P sur X k i/ P est un ouvert de Zariski de ce dernier, de la proposition ci-dessus, 
et du lemme 16171 : la seconde est triviale. □ 

Caractere reduit et extension des scalaires 

Pour tout entier positifn, on notera k n Vextension k 1 ^ de k. L'on designera 
par fcoo le complete de la cloture parfaite de k, e'est-a-dire de la reunion des k n ; 
le corps fcoo est parfait d'apres le lemme IBTTI 

Le theoreme qui suit figure essentiellement dans l'article [TS] de Conrad 
(lemme 3.3.1) ; il y est enonce dans le cadre strictement analytique, mais ses 
arguments s'appliquent ici ; nous en donnons la preuve pour la commodite du 
lecteur. 

(6.10) Theoreme (Conrad). Soit X un espace k-analytique quasi- compact. 
II existe n tel que Vespace k n -analytique Y := (Xk n ) rc d soit geometriquement 
reduit; pour toute extension complete L de k n , Vespace {Xl)^ s'identifie a 
Y L . 

Demonstration. Par le lemme la seconde assertion resulte de la premiere ; 
il en decoule que si celle-ci est vraie pour un certain n, elle Pest pour tout entier 
superieur ou egal a n. 

II suffit done, pour etablir le theoreme, de demontrer la premiere assertion 
G-localement sur X ; Ton peut des lors supposer que ce dernier est fc-affmoidc, 
et l'on note srf son algebre de fonctions. 

Pour tout n, notons J? n l'ideal de s^k n forme des elements nilpotents. Comme 
(A^co) est une suite croissante d'ideaux de l'anneau noetherien s^k^i il existe 
n tel que J^n+is^k^ = J"n^k x - 
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Par platitude de ^4 ra+1 — > ^4^, l'ideal (resp. J'n^h^) s'identific 

En consequence, {^f n +i/ ^n^k n+1 ) ®^* n j -24^ = 0. La fide.lt platitude de 
„ + i * ^feoo assure alors que J^„+i — =^n^fe„ +1 - 

De ce fait (g/ kn /y n ) ®^ kn ^4„ +1 coincide avec ^4„ +1 /^[+i, et est des lors 
reduit. Autrement dit, ((Xk n )red)k„ +1 est reduit ; compte-tenu de la proposition 
I6l8l et du fait que le caractere reduit est, par le critere de Serre, la conjonction des 
proprietes Rq et Si, cela signifie exactement que (Xk n ) rc d est geometriquement 
reduit. □ 

Normalite et extension des scalaires 

Le theoreme qui suit figure essentiellement dans Particle |15j de Conrad (th. 
3.3.6) ; il y est enonce dans le cadre strictement analytique, mais ses arguments 
s'appliquent ici ; nous en donnons la preuve pour la commodite du lecteur. 

(6.11) Theoreme (Conrad). Soit X un espace k-analytique quasi-compact. II 
existe n tel que la normalisation Y de X}- n) vue comme un espace k n - analytique, 
soit geometriquement normale; pour toute extension complete L de k n , la nor- 
malisation de Xi, s'identific a Y^. 

Demonstration. Par la proposition 151181 la seconde assertion resulte de la 
premiere ; il en decoule que si celle-ci est vraie pour un certain n, elle l'est pour 
tout entier superieur ou egal a n. 

II suffit done, pour etablir le theoreme, de demontrer la premiere assertion G- 
localement sur X ; Ton peut des lors supposer que ce dernier est /c-affmoi'de. Le 
theoreme 161 1 01 permet . quitte a remplacer k par k n pour un entier n convenable, 
de faire l'hypothese que X re( j est geometriquement reduit ; en substituant X let x a 
X, on se ramene fmalement au cas ou X lui-meme est geometriquement reduit ; 
on note stf son algebre de fonctions. Pour tout ngffU {oo}, on designe par Y n 
la normalisation de Xk n et par 33 n l'algebre des fonctions analytiques sur Y n ; 
la proposition 151 181 fournit pour tout couple (n,m) d'elements de N U {oo} tel 
que n ^ m un morphisme fini et surjectif Y m — > Y n ®k n k m . 

Fixons n £ N. Soit U le lieu de normalite de Xk n ; e'est un ouvert de Zariski 
de Xk n qui est dense d'apres le lemme 151131 : par le corollaire 151161 son image 
reciproque V sur Y n est dense dans Y n ; par construction, Y n — > X^ n induit un 
isomorphisme V m U. 

II resulte de tout ceci que Vk^ est un ouvert de Zariski dense de Yp,^ 
et que Yn^^ — > X^^ induit un isomorphisme Vk^ — > Uk^ ■ Puisque X est 
geometriquement reduit, est reduit ; des lors, Vk^ est reduit aussi, et comme 
il s'agit d'un ouvert de Zariski dense de de Yn,^ i ce dernier possede la propriete 
Rq. Par ailleurs l'espace Y n , etant normal, possede par le critere de Serre la pro- 
priete S2, et y^fcoo la possede done egalement ; il possede a fortiori la propriete 
Si ; en conclusion, Y nj k x satisfait les proprietes Rq et Si ; par le critere de Serre, 
il est reduit. 

La surjectivite de Y^ — > Yn^^ , combinee au caractere reduit de Y n ,k x , 
entraine l'injectivite de 58 n ®$i k srfk^, — ► ^00 ■ 
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On dispose en particulier d'une suite croissante (SS n ®t^ k ^ ) de sous-.e/fe^- 
modules de ^oo- Par noetherianite de ce dernier (qui est un -module fini), 
cette suite est stationnaire. II existe done un entier n tel que l'on ait l'egalite 
@n <Sw fc „ s^kco = -S$n+i ®^k n+1 ^koo- Autrement dit, la fleche naturelle 

devient un isomorphisme apres application du foncteur *®^ h 1 s^oo- La £?k„+i- 
algebre s^oo etant fidelement plate, SS n ®s4 k ^k n+1 — £$n-\-i 5 en consequence, 
SSn ®#l h &ffc„ +1 est normal. 

On vient de demontrer que Y n ,k nJrl est normal ; compte-tenu de la proposition 
16181 et du fait que la normalite est, par le critere de Serre, equivalente a la 
conjonction des proprietes R\ et S2, cela signifie exactement que l'espace k n - 
analytique Y n est geometriquement normal. □ 

Preservation de l'irreductibilite par passage a la cloture 
parfaite 

(6.12) Proposition. Soit X un espace k-analytique irreductible. L'espace Xk^ 
est irreductible. 

Demonstration. On precede en deux temps. On utilisera implicitement tout 
au long de la preuve le fait que pour tout espace fc-analytique W , Papplication 
naturelle Wk x — > W induit un homeomorphisme entre les espaces topologiques 
sous-jacents ( cf. 1012014)1 . 

(6.12.1) Le cas oil X est quasi-compact. Le theoremc 161111 assure l'exis- 
tence d'un entier n tel que la normalisation Y de Xk n soit un espace k n - 
analytique geometriquement normal. Comme X est irreductible, X kn l'est aussi 
en vertu du Iemme l6l7l : il en resulte que Y est connexe ; des lors, est connexe. 
Comme Y est geometriquement normal, Y/.^ s'identifie par la proposition 151181 
a la normalisation de Xi- ; la connexite de Yt entraine done l'irreductibilite 
de X koa . 

(6.12.2) Le cas general. Choisissons un G-recouvrement (Xi) de X par 
des domaines affinoides; pour tout i, notons (Xi : j) la famille des composantes 
irreductibles de Xi. II decoule du cas compact traite au I6I12I1I ci-dessus que 
Ajj.fcoo est irreductible pour tout (i,j) ; en consequence, les Xij^ sont, a i 
fixe, les composantes irreductibles de Xi^ ■ 

Soit Z une composante irreductible de X koa et soit T son image sur X. Pour 
tout 2, l'intersection ZClX^k^ est reunion de certaines des Xij^^ on en deduit 
que T R Xi est pour tout i reunion de certaines des Xij. De ce fait, T est un 
ferme de Zariski de X, qui contient au moins une composante irreductible d'un 
domaine affinoi'de de X (puisque Z est non vide) ; l'espace X etant irreductible, 
T = X et l'on a done Z — X koa ; l'espace X koa est par consequent irreductible, 
ce qu'il fallait demontrer. □ 

7 Connexite et irreductibilite geometriques 

On designe toujours parp Vexposant caracteristique de k. On fixe une cloture 
algebrique k a de k et l'on note k a son complete. 
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Quelques generalites 

II arrivera frequemment, dans ce qui suit, que Von traite implicitement les 
composantes irreductibles d'un espace analytique comme des sous-ensemble ana- 
lytique fermes de celui-ci, sans prendre la peine d'en preciser la structure; bien 
entendu, nous ne nous le permettrons que dans des situations oil cette ambiguite 
n'a aucune incidence. 

(7.1) Lemme. Soit X un espace k-analytique et soit pQ) un G-recouvrement 
de X par des domaines analytiques connexes. Soit L une extension complete de 
k telle que X^l soit connexe pour tout i. L 'application ttq{Xl) — » ttq(X) est 
bijective. 

Demonstration. Soit ffl (resp. Ml) la relation d'equivalence sur X (resp. X£) 
definie comme suit : pour tout couple (x, y) de points de X (res. X£) on a x M y 
(resp. x Ml y) si et seulement si il existe une famille finie i\,...,i r d'indices 
et une famille finie x = x±, X2, ■ ■ ■ , x r = y de points de X (resp. Xl) telle que 
x t G X it (resp. x t £ ^h,l) pour tout t. Chacun des X$ (resp. des X^l) etant 
connexe, l'ensemble ir a (X) (resp. wq(Xl)) s'identifie naturellement au quotient 
X/M (resp. X L /M L ). 

Pour tout couple d'indices l'application 

(x hL n Xj l) = (x, n x 3 ) L -> x t n x 3 

est surjective; on en deduit que Xl — * X induit une bijection X/M ~ Xl/Ml, 
et partant une bijection tto(Xl) — ttq(X). □ 

(7.2) Soit X un espace fc-analytique reduit. Nous noterons s(X) l'algebre des 
fonctions analytiques sur X qui annulent G-localcmcnt un polynome non nul 
et separabl^ a coefficients dans k ; il est immediat que V 1— > s(V) est un sous- 
faisceau en algebres de Gx G , et que X est vide (resp. connexe) si et seulement si 
s(X) = (resp. n'a pas d'idempotent non trivial). Les deux lemmes ci-dessous 
sont essentiellement dus a Berkovich dans le cas strictement analytique ([5], 
lemmes 8.1.1 et 8.1.4) ; nous les demontrons neanmoins pour la commodite du 
lecteur. 

(7.3) Lemme (Berkovich). Soit X un espace k-analytique connexe et non 
vide. L'anneau s(X) est une extension finie separable de k. 

Demonstration. Puisque X est non vide la fc-algebre s(X) est non nulle. Nos 
allons tout d'abord etablir que chaquc clement de s(X) annule un polynome 
irreductible et separable a coefficients dans k, ce qui prouvera que s(X) est une 
extension algebrique separable de k. 

(7.3.1) Soit / e s(X) et soit ip : X — * A^' ™ le morphisme qu'elle induit. Soit 
(Xi) un G-rccouvrcmcnt de X par des domaines analytiques tels que pour tout 
i la fonction f\Xi annule un polynome non nul et separable Pi a coefficients dans 
k. Pour tout i, la fleche ip\x t '■ Xi ~ * Aj,' a " se factorise par un morphisme ip^ de 
Xi vers U M / (Pi,j ) ) ou les Pi.j sont les facteurs irreductibles unitaires de 

8 Dans 8 , Berkovich a introduit l'anneau c(X) qui est defini de fagon analogue, mais sans 
condition de separabilite du polynome ; pour les questions qui nous interessent, il sera sufnsant 
de travailler avec s(X), qui a de surcroit l'avantage d'etre, contrairement a c(X), utilisable 
meme lorsque X n'est pas suppose reduit. 
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Pi, qui sont separables et tous de multiplicitc 1 ; pour tout j , l'image reciproque 
Xij de ^(k[T]/(Pij)) par ip^ est un ouvert ferme, et done un domaine affinoidc, 
dc Xi ; par la definition meme de Xij, Ton a Pi,j{f\Xi — 0. La famille (Xij) 
constitue un G-recouvrement de X. Si et sont tels que Pij ^ Pi',j> 

l'existence d'une relation de Bezout entre P,.j et Pv,j' force Xij n Xyji a etre 
vide. 

Comme X ^ il existe tel que Xij ^ 0; nous allons montrer que 

Pi,j(f) = 0. II suffit de verifier que Pi,j{f\x i , .,) — pour tout Soit done 

un couple d'indices. Si X^/ji^ = il n'y a rien a demontrer. Sinon, il existe 
par connexite de X une famille finie — ji), 3%), ■ ■ ■ , (i r ,jr) — {i 
telle que Xu u j^ n -X7i !+1 ,j !+1 ) ^ pour tout I compris entre 1 et r — 1. Par ce 
qui precede, on a P(i lt j,) — P(i l+1 ,j l+1 ) pour tout / compris entre 1 et r — 1 ; par 
consequent, Pjj = Pv et Pi f j(f\x i , .,) — 0, ce qu'on souhaitait etablir. 

Ainsi, / annule bien le polynome irreductible et separable Pij et s(X) est 
des lors une extension algebrique separable de k. 

(7.3.2) Montrons que s(X) est de dimension finie sur k. Soit V un domaine 
amno'ide non vide de X et soit r un polyrayon deployant V. Par le Nullstellensatz 
l'espace V r possede un point y qui est fc r -rigide. Si E est une extension finie 
de k contenue dans s(X) alors E r = E ®^ k r est un corps, et revaluation 
s(X) Jf?(y) induit un fc r -morphisme E T ^> Jt?(y). On a en consequence 
dimfe E = dim/j r E r ^ dim^ J4?(y). Ceci valant pour toute extension finie de 
k contenue dans l'extension algebrique s(X) de k, cette derniere est elle-meme 
finie. □ 

(7.4) Si X un espace A:-analytique, si L est une extension complete de k, si Y 
est un espace L-analytique et si it : Y — > X est un morphisme la fleche naturelle 
0x G (X) -> Yg (Y) envoie s(X) dans s(F). 

(7.5) Si X est un espace fc-analytique le morphisme naturel de ffx G (X) vers 
&x led G (A re d) induit un isomorphisme s(X) ~ s(X re d) ; on le verifie G-localement 
a l'aide de la propriete d'unique relevement infinitesimal des morphismes etales. 

(7.6) Remarque. Soit X un espace fc-analytique connexe et non vide, et soit 
F un sous-corps de s(X) contenant k ; on peut voir X comme un espace F- 
analytique. II est immediat que le corps s(X) est independant du fait que l'on 
considere X comme un espace fc-analytique ou comme un espace P-analytique. 

(7.7) Remarque. Soit X un espace fc-analytique connexe et non vide et soit 
r un polyrayon fc-libre. L'espace fc r -analytique X r est lui aussi non vide ; il est 
connexe comme on le voit en se ramenant au cas affmo'ide (e'est possible grace 
au lemme I7ITT) et en utilisant alors alors le lemme 101371 Des lors s(X r ) est bien 
defini, et est une extension finie separable de fc r d'apres le lemme [7151 

(7.8) Lemme (Berkovich) . Soit X un espace k-analytique connexe et non 
vide. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

i) pour toute extension finie separable F de k, l'espace Xp est connexe; 

ii) pour toute extension finie F de k, l'espace Xp est connexe; 
Hi) s{X) = k. 
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Demonstration. Montrons que i) =>■ ii). On suppose done que i) est vraie. 
Soit F une extension finie de fc et soit F scp la fermeture separable de fc dans F. 
Par hypothesc, Xp gBp est connexe ; comme le morphisme fini Xp ~ * Xp induit 
un homeomorphisme entre les espaces topologiques sous-jacents (cf. 101201^]) Xp 
est connexe. 

Montrons que ii) =>■ Hi). On suppose done que ii) est vraie. L'espace X est 
muni d'une fleche surjective vers ^(s(X)) ; des lors es t muni d'une fleche 

surjective vers ^(s(X) (gift s(X)). La connexite de X*(x) entraine done cclle de 
^C(s(X) <g)fc s(X)), e'est-a-dire encore celle du schema Spec (s(X) (gs^ s(X)) ; il 
en resulte que s(X) = k. 

Montrons que Hi) =4> i). Supposons que Hi) est vraie. Soit F une exten- 
sion finie separable de k ; quitte a agrandir F, on peut supposer que e'est une 
extension galoisienne de k. Posons G = Gal(F/k). 

(7.8.1) Le groupe G opere transitivement sur toute fibre de Xp — > X (la fibre 
de ce morphisme en un point x de X s'identifiant a ^£(F Jt?(x)) ) ; de plus, 
Xp — >■ X est fini et plat, et done ouvert et ferme ; chacune des composantes 
connexes de Xp se surjecte par consequent sur X ; on deduit de tout ceci que 
G opere transitivement sur t:q(Xp). Notons que ce fait entraine la finitude de 
tto(Xf). 

(7.8.2) Soient Yi, ... ,1^ les composantes connexes de Xp. Soit H le stabili- 
sateur de Yi dans G. Soit / e F H ; Taction de G sur iro(Xp) etant transitive, 
il existe pour tout i > 1 un element gi de G tel que gi(Y±) = Yi. La fonction 
(f, 9*(f), ■ ■ -,9r(f)) € ^x F , G (X F ) = n ^x F , a (Yi) ne depend pas du choix des 
gi et est invariante sous Taction de G. Elle provient de ce fait d'une fonction 
fa € &x G (X) : on le voit en se ramenant au cas affinoide, auquel cas cela resulte 
de la theorie de Galois schematique. Si P designe le polynome minimal sur k 
de l'element f de F alors P annule (f,g%(f), ■ ■ ■ ,9r(f)) et done /o, par injecti- 
vite de &x G (X) — > &x F g (Xf) (laquelle se demontre par fidele platitude apres 
reduction triviale au cas affinoide) ; ainsi, /o appartient a s(X) et done a k en 
vertu de l'hypothese Hi) purement inseparable sur k ; par consequent, / G k. 

(7.8.3) Conclusion. Le sous-corps F H de F est d' apres ce qui precede egal a fc, 
ce qui signifie que H = G. Ce dernier fixe par consequent Y\ ; puisqu'il agit par 
ailleurs transitivement sur ttq(Xp), on a no(Xp) = {Yi} ; ainsi, Xp est connexe, 
ce qu'il fallait demontrer. □ 

(7.9) Lemme. Soit X un espace k-analytique et soit F une extension complete 
de k. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

i) pour toute extension complete L de k, l'espace Xl est connexe (resp. 
irreductible ) ; 

ii) pour toute extension complete L de F, l'espace Xl est connexe (resp. 
irreductible) . 

Demonstration. II est clair que i) =>■ ii). Supposons que H) est vraie, et 
soit L une extension complete de fc. Soit K une extension complete de fc com- 
posee de L et F. L'espace Xk est connexe (resp. irreductible) puisque l'on 
suppose que ii) est vraie. Comme Xk — * Xl est surjective, Xl est connexe 
(resp. irreductible). □ 
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Etape technique : preuve de certains resultats sous des hy- 
potheses restrictives 

Les resultats qui suivent seront etablis plus tard en toute generalite, par 
une methode consistant essentiellement a se ramener aux cas particuliers traites 
ci-dessous. 

(7.10) Lemme (Berkovich) . Soit X un espace k-analytique. 

i) Si Xp est connexe, alors Xp est connexe pour toute extension finie F de 

k; 

ii) si Xp est connexe pour toute extension finie F de k et si X possede un 
point rigide, alors Xp est connexe. 

Demonstration. Montrons i). Supposons que Xp est connexe et soit F une 
extension finie de k. Choisissons un plongement F k a . L'application continue 
induite Xp — > Xp est surjective et Xp est connexe par hypothese ; il en resulte 
que Xp est connexe. 

Montrons ii). On suppose que Xp est connexe pour toute extension finie F 
de k et que X possede un point rigide x. Si Y est un domaine analytique compact 
de X, la bijection continue naturelle Yp — ► limYp, ou F parcourt Pensemble 

.y des extensions finies de k incluses dans k a , est un homeomorphisme (|0I20I3|) . 

Pour tout couple (F, F') € y 2 avec F c F', l'application Yp> — * Y F est 
finie et plate, et en particulier ouverte ; il en decoule formellement que pour 
tout K € 5? l'application Yp ~ limYjr — * Yr est ouverte; elle est par ailleurs 

fermee compte-tenu du fait que Yp est compact et que Yp est topologiquement 
separe (Y lui-meme l'etant par definition de la compacite). 

Ceci valant pour tout domaine analytique compact Y de X, l'application 
— > Xp est ouverte et fermee pour tout F E 5f . 11 existe F G J? et un 
point x' sur Xp situe au-dessus de x tel que Jtf?(x') — F. Supposons que X^ 
soit reunion disjointe de deux ouverts non vides U\ et U2- Par hypothese, Xp 
est connexe. L'application X^ — > Xp etant ouverte et fermee, U\ — > Xp et 
U2 — > Xp sont surjectives. II en resulte que x' a au moins deux antecedents sur 
X-p. Or comme Jt?(x') = F, lc point x' n'a qu'un antecedent sur X^, ce qui 
est absurde. On en deduit que est connexe. □ 

Le theoreme qui suit est du a Conrad (p~5|, th. 3.2.1) ; la preuve que nous 
proposons est nouvelle. 

(7.11) Theoreme (Conrad). Supposons que \k*\ ^ {1}. Soit X un espace 
strictement k-affinoide. Les propositions suivantes sont equivalentes : 

i) Xl est connexe pour toute extension complete L de k ; 

ii) Xp est connexe. 

Demonstration. II est immediat que i) =4* ii). Montrons la reciproque. On 
suppose done que ii) est vraie. En vertu du lemme I7I9( il suffit de montrer 
que Xl est connexe pour toute extension complete L de k a . On peut done, 
quitte a remplacer k par k a , supposer que k est algebriquement clos. On fixe 
une extension complete L de k. On note l'algebre des fonctions fc-analytiques 
sur X. 
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On raisonne par l'absurde. Supposons que Xl n'est pas connexe. L'anneau 
s^l possede des lors un idempotent non trivial g ; l'on a done g 2 — g = 0, | \g\ \ = 1 
et \\g — 1|| = 1, oil ||.|| designe la (semi)-norme spectrale de s^l- Soit r\ un reel 
appartenant a ]0; l[n|fc*|. Le sous-anneau de s^l engendre par si et L est dense 
relativemcnt a 1 1 . 1 1 , et chacun de ses elements vit dans un sous-anneau de s/t, 
engendre par srf et un sous-corps de L de type fini sur fc. II existe en consequence : 

• un sous-corps Lq de L de type fini sur fc, dont on note Lq le complete; 

• un element g de sif~ tel que \ \g 2 — g \ \ < rj, \\go\\ = 1 et \\go — 1|| = 1. 

Precisons, concernant cette derniere inegalite, qu'elle repose sur le fait que 
si a £ £/l alors la semi-norme spectrale de l'element a de s^l coincide avec 
celle de son image dans en raison par exemple de la surjectivite de la fleche 

-#(.S//,) .#(^L ). 

Soit un fc-schema integre et de type fini dont le corps des fonctions est 
isomorphe a Lq. Le complete Lq s'identifie a J^{y) pour un certain y £ ^ an situe 
au-dessus du point generique de <3f ; l'algebre stf-^ est naturellement isomorphe 
a l'algebre des fonctions analytiques sur q^ 1 (y) oil q : <3/ &n Xk X — > ^ an est la 
premiere projection. 

En vertu de la densite de n(y) dans J4?(y), il existe un voisinage strictement 
fc-affinoidc Y de y dans ^ an , et une fonction 7 sur Fxjl, tels que Ton ait 

Hq-Hv) -Tk-^wjll < »?> Il7| g -i(w)ll = 1 et Il7|,-i(v) - 1|| = 1- 

Soit J7o (resp. U\) l'ouvert de Y Xk X defini par la conjonction d'inegalites 
I7 2 — 7I < -q et |— y I < rj (resp. I7 2 — 7I < rj et I7 — 1| < 77). Soit Z le domaine 
affinoi'de de Y Xk X defini par l'inegalite I7 2 — 7I ^ 77. Par choix de 7, les trois 
conditions suivantes sont satisfaites : 

• pour tout x £ q^ 1 (y) l'on a |7 2 (x) — 7(x)| < rj ; ainsi, y ^ q(Z) ; 

• il existe x £ q _1 (y) tel que \j(x)\ = 1 ; comme \j 2 {x) — j(x)\ < rj, l'on a 
|7(ir) - 1| < rj; ainsi, y e q{U{) ; 

• il existe x £ q _1 (y) tel que (7(0;) — 1| = 1; comme |7 2 (a;) —7(0;)! < rj, l'on 
a |7(z)| < 77; ainsi, j/ e q(U ). 

Soit T le complementaire du compact q(Z) de F et soit T' un voisinage 
strictement fc-affinoi'de de y dans T. Comme y £ q{Uo) fl q{U\) n T', il existe 
un domaine strictement fc-affinoi'de Uq (resp. U[) de £/ (resp. U\) qui est inclus 
dans (7 _1 (T') et qui rencontre q^ 1 (y). L 'intersection q{Uo) n g(C/{) est done une 
partie non vide de T" ; l'algebre strictement fc-affinoi'de s0u' o ®2/ T iSrfu{ est de ce 
fait non nulle. Par le Nullstellensatz, elle possede un quotient isomorphe a fc. 
Ceci entraine l'existence d'un fc-point t appartenant a 

T' n q{U' ) n q(U[) C T n g(tf ) n g(^). 

Soit a; £ q^ 1 ^). Comme t £ T, l'on a |7 2 (a;) — 7(a;)| < rj ; on en deduit 
(compte-tenu du fait que rj < 1 et grace a l'inegalite ultrametrique) que l'on a 
|7(x)| < rj ou (7(2;) — 1 1 < rj, ces deux inegalites etant exclusives l'une de l'autre. 
La fibre g _1 (i) est done egale a la reunion disjointe de ses ouverts 9 _1 (t) n Uq 
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ct n U\. Le point t appartenant a q(Uo) (lq(Ui), lesdits ouverts sont tous 

deux non vides. En consequence, n'est pas connexe. Or t est un fc-point ; 

des lors, q (t) ~ X, lequel est connexe par hypothese. On aboutit ainsi a une 
contradiction. □ 

Extension des scalaires a k r 

(7.12) Proposition. Soit X un espace k-affinoide connexe et non vide; soil 
B un produit fini de k-disques et de k-couronnes compacts, et soient stf et 23 les 
algebres de fonctions analytiques respectives de X et B ; on note T la famille des 
fonctions coordonnees surU). Supposons qu'il existe une 23-algebre finie Stale 
telle que X B — > B se factorise par Si c G H et si Von ecrit son 

image dans £/(E>k2S sous la forme ^aiT 1 , ou les ai sont des elements de srf , 
alors chacun des ai appartient a s(X). 

Demonstration. On procede en plusieurs etapes. 

(7.12.1) Le cas ou \k*\ ^ {1} et ou X est strictement k-affinoide. Soit 1D>' l'es- 
pace ^K( c io). Comme X — > se factorise par ^C(s(X)), Ton dispose d'un 



pose X — ► D s (x) est la projection naturelle X Xk^> — X x s (x) ®s(x) — * ®s(x)- 
On peut done, en se fondant sur la remarque 17161 remplacer k, B et D' par 
s(X), J$ s (x) et ®s(x)> et se ramener ainsi au cas oil s(X) = k; il decoule alors 
du lemme 17181 du lemme 171101 et du theoremc 171111 que Xl est connexe pour 
toute extension complete L de k. 

Soit D" l'image (ensemblistc) dc X x fe D sur B'. Soit lo € ED", soit z un 
antecedent de lo sur X Xj~ B et soit £ l'image de w sur B. La fibre ZdeXxjjD 
en t est un espace Jff (i)-analytique qui s'identifie a X^^ ; en consequence Zl 
est connexe pour toute extension complete L de J$?(t). 

Soient u> = u>i, . . . , u> n les antecedents de i sur B' ; l'espace J^(t)-analytique 
Z se factorise par ]J ,.^(J(f(u!i)) ; comme il est connexe et comme z s'envoie sur 
lo, il se factorise par SP(Jf(w)) ; ceci entraine que lo est le seul antecedent de t 
sur B' qui appartienne a B" ; en consequence, B" — > B est injective. 

Comme .Zl est connexe pour toute extension complete L de Jt?(t), le lemme 
17181 assure que l'extension finie separable JM?(lo) de J4?(t) est triviale. II existe 
en consequence un voisinage affinoide V de lo dans B' et un voisinage affinoide 
connexe U de t dans B tel que B' — > B induise un isomorphisme V ~ U ; l'espace 
B' Xd C/ etant fini et etale sur U, le domaine affinoide V est necessairement une 
composante connexe de B' Xd U. La projection X Xk U — ► U est compacte, 
a image connexe, et ses fibres sont connexes, chacune d'elle etant de la forme 
Xl pour une certaine extension complete L de k ; des lors X X& U est connexe. 
L'image reciproque de V sur ce dernier en est un ouvert forme qui est non vide, 
puisqu'il contient z. C'est en consequence X x^U tout entier. 




B, 



D 



oil le morphisme com- 
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Cela signifie que X XkU — ► U se factorise par V ; la fleche V — > J7 etant un 
isomorphismc, X J7 — > est surjectif ; de ce fait V C D", ce qui montre a la 
fois que D" est un ouvert de B' et que B" — > B est un isomorphisme local. 

Par ailleurs, on a vu plus haut que B" — ► B est injectif, et W — > P est 
surjectif puisque X Xj,B — > D se factorise par B" ; le morphisme B" — > D est un 
isomorphisme local bijectif, c'est done un isomorphisme. La fleche Ix^l^D' 
se factorise en consequence par B ; autrement dit, ^ — * sf®k&l se factorise par 
J? ; l'image de la ^-algebre "if dans £/<g>k& est des lors egale a e'est-a-dire a 
l'ensemble des series qui s'ecrivent aiT 1 avec les a/ dans k ; la demonstration 
dans le cas ou |fc*| ^ {1} et oil X est strictement fc-affinoide est done terminee. 

(7.12.2) Le cas general. Soit c £ ^f, ecrivons son image dans si®k3$ sous 
la forme fl /T 7 oil les aj appartiennent a si . Soit r un polyrayon deployant 
X. Fixons /. II resulte du cas particulier traite au 171 121 II ci-dessus que a/, vu 
comme un element constant de &/ r , annulc un polynome unitaire separable a 
coefHcients dans k r . Soit A la sous-algebre de s/ engendree par a/ ; le produit 
tensoriel A <g>fc k r s'injecte dans s/ r (on peut le voir directement a l'aide de 
l'expression des elements de &/ r comme des series, ou bien utiliser le lemme 
I0I38P et s'identifie a la sous-algebre de cette derniere engendree par ai ; il en 
resulte que la fc r -algebre A ®fc k r est finie etale ; en consequence, A est une 
fc-algebre hnie etale. □ 

(7.13) Corollaire. Soit X un espace k-analytique connexe et non vide et soit 
r un polyrayon k-libre. Le corps s(X T ) est naturellement isomorphe a s(X) r . 

Demonstration. Rappelons que X r est lui-meme non vide et connexe, et que 
s(X r ) est done bien defini, et est une extension finie separable de k r (remarque 
I7I7|) . Soit / £ s(X r ); ecrivons-la / = ^a/T 7 , ou les a/ sont des fonctions 
analytiques sur X. Le but est de montrer que chacun des a/ appartient a s(X) ; 
c'est une propriete G-locale, et on peut done supposer que X est affinoide. Le 
morphisme X r — > ^£(k r ) se factorise par ^{k r [f\) ; comme k r [f] est une k r - 
algebre finie etale, la proposition ci-dessus assure que a/ £ s(X) pour tout /. □ 

La connexite geometrique 

(7.14) Theoreme. Soit X un espace k-analytique. Les propositions suivantes 
sont equivalentes. 

i) s(X) = ous(X) = k; 

ii) il existe une extension complete algebriquement close K de k telle que X^ 
soit connexe ; 

Hi) Xl est connexe pour toute extension complete L de k ; 

iv) X-p est connexe ; 

v) Xp est connexe pour toute extension finie F de k ; 

vi) Xp est connexe pour toute extension finie separable F de k. 

Demonstration. Montrons que i) ii). On suppose que i) est vraie. Si 
s(X) — alors X est vide et ii) est vraie. Supposons que s(X) — k. Comme s(X) 
est un corps, X est connexe et non vide. II existe de ce fait un polyrayon fc-libre r 
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tel que X r possede un point /c r -rigide. Le corollaire l7U3l permet d'identifier s(X r ) 
a s(X) r ; ainsi s(X r ) — k r . Si IK designe le complete d'unc cloture algebrique dc 
k r , les lemmes [7151 et [TTTUl assurent que X-g. est connexe, ce qui prouve ii). 

Montrons que ii) =>■ Hi). On suppose que ii) est vraie. Grace au lemme 17151 
il suffit de montrer que Xl est connexe pour toute extension complete L dc 
K ; on peut done supposer k algebriquement clos et X connexe. Le lemme 17111 
permet de se ramener au cas ou X est fc-affinoi'de. Si X est vide, il n'y a rien 
a demontrer. Supposons X ^ ; remarquons qu'alors s(X) = k puisque k est 
algebriquement clos. Soit r un polyrayon deployant X. Le corollaire l7H3l assure 
que s(X r ) = s(X) r = k r . Soit F le complete d'une cloture algebrique de kr- En 
vertu des lemmes 17181 et 171101 l'espace Xr est connexe ; par le theoreme 171111 
l'espace Xl est connexe pour tout extension complete L de k T . Le lemme 17151 
garantit alors que Xl est connexe pour tout extension complete L de k ; ainsi, 
Hi) est verifiee. 

L'implication Hi) =>• iv) est triviale; l'implication iv) =>■ v) est l'assertion i) 
du lemme 171101 ; l'implication v) =>■ vi) est triviale ; l'implication vi) =>■ i) est 
triviale si X est vide et resulte sinon du lemme 17181 □ 

(7.15) On dira qu'un espace fc-analytique X est geometriquement connexe s'il 
satisfait les conditions equivalentes du theoreme ci-dessus. 

L'irreductibilite geometrique 

(7.16) Theoreme. Soit X un espace k-analytique et soit X' sa normalisation. 
Les propositions suivantes sont equivalentes. 

i) s{X') =k; 

ii) il existe une extension complete algebriquement close K de k telle que X^ 
soit irreductible ; 

Hi) Xl est irreductible pour toute extension complete L de k ; 

iv) X-g; est irreductible ; 

v) Xp est irreductible pour toute extension finie F de k ; 

vi) Xp est irreductible pour toute extension finie separable F de k. 

Demonstration. Elle repose essentiellement sur le theoreme precedent. On 
precede en plusieurs etapes. 

(7.16.1) Montrons que i) <^=> vi). Si F est une extension finie separable 
de fc, elle est analytiquement separable et X' F est done normal ; d'apres la pro- 
position 151181 X' F s'identifie alors a la normalisation de Xp, et Xp est des 
lors irreductible si et seulement si X' F est connexe et non vide. L'assertion vi) 
equivaut par consequent a dire que X' F est connexe et non vide pour toute ex- 
tension finie separable F de k; et cette derniere affirmation est-elle meme vraie, 
par l'equivalence entre les proprietes i) et vi) du theoreme l7H4|, si et seulement 
si s(X') = k. 

(7.16.2) Montrons que i) ii). On suppose done que i) est vraie. Soit fcoo 
le complete de la cloture parfaite de k et soit Y la normalisation de X^^ . Soit 
E une extension finie separable de k^. Le lemme de Krasner assure que E est 
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isomorphe a fcoo^fc-F 1 pour une certaine extension finie separable F de k ; puisque 
E est parfait et contient un sous-corps dense et radiciel sur F, c'est le complete 
d'une cloture radicielle de F. 

Puisque i) est vraie, vi) est vraie par Ie l7ll6lll et Xp est done irreductible ; il 
decoule alors de la proposition 161 1 21 que Xp est irreductible. L'espace Ye etant 
normal par separabilite de E sur k^, il s'identifie a la normalisation de Xe par 
la proposition 151181 ; on en deduit que Ye est connexe. 

Ceci vaut pour toute extension finie separable E de k^. Si K designe le 
complete d'une cloture algebrique de ce dernier, il resulte de l'equivalence des 
proprietes vi) et iv) du theoreme 171 141 que Y% est connexe. Comme fcoo est par- 
fait, K en est une extension analytiquement separable et Ik est par consequent 
normal; il s'identifie done a la normalisation de Xk par la proposition 151181 et 
Pirreductibilite de X^ en decoule. 

(7.16.3) Montrons que ii) =>■ Hi). On suppose done que ii) est vraie; pour 
montrer Hi) il suffit, grace au lemme [7l9| de demontrer que Xl est irreductible 
pour toute extension complete L de K. 

Soit Z la normalisation de X% ; comme X^ est irreductible, Z est connexe. 
Soit L une extension complete de K ; puisque K est algebriquement clos, Zl est 
normal et s'identifie done, en vertu de la proposition 151181 a la normalisation 
de Xl. Par ailleurs, l'equivalence entre les proprietes Hi) et iv) du theoreme 
171141 garantit que Zl est connexe. II s'ensuit que Xl est irreductible, ce qu'on 
souhaitait etablir. 

(7.16.4) Fin de la demonstration. L'implication Hi) iv) est triviale. Suppo- 
sons que iv) est vraie, et soit F une extension finie de k. Choisissons un plon- 
gement F k a . La fleche induite X-^ — > Xp est surjective, et Xp est done 
irreductible, ce qui etablit v). L'implication v) vi) est triviale; l'implication 
vi) => i) a ete vue au l7H6ll1 □ 

(7.17) On dira qu'un espace A;-analytique X est geometriquement irreductible 
s'il satisfait les conditions equivalentes du theoreme ci-dessus. 

(7.18) Remarque. Conservons les notations du theoreme ci-dessus. Si X est 
reduit, alors s(X') peut s'interpreter comme l'anneau des fonctions meromorphes 
sur X qui annulent G-localement un polynome unitaire separable a coefficients 
dans k. 

Corps de definition d'une composante geometrique 

Dans le cas strictement analytique, une partie des resultats qui suivent fi- 
gment deja dans Particle [TS] de Conrad (cor. 3.2.3 et th. 3.4.2). 

(7.19) Si X est un espace fc-analytique, si L est une extension complete de k 
et si E est un sous-corps complet de L on dira par abus qu'une composante 
connexe (resp. irreductible) T de Xl provient de E s'il existe une composante 
connexe (resp. irreductible) S de Xe telle que T soit X^-isomorphe a S®eL; 
une telle S est alors necessairement egale a l'image de T sur Xp, et est done 
uniquement determinee. 
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(7.20) Theoreme. Soit X un espace k-analytique et soit L une extension 
complete de k. 

i) II existe une bijection naturelle ttq(Xl) ~ J] ^o(Sl), modulo laquelle 

ito(Sl) correspond pour tout S au sous-ensemble de ttq(Xl) forme des compo- 
santes dont I'image sur Z est incluse dans S . 

ii) Soit S S tto(X) et ecrivons la L-algebre finie etale s{S)®kL sous la forme 
Y[Li, oil les Li sont des corps; I'espace s(S)-analytique S est geometriquement 
connexe; I'espace Sl s'identifie canoniquement a \\S® 5 ^s)Li, et les S® 3 rs)Li 
sont precisement ses composantes connexes ; Von definit ainsi une bijection fonc- 
torielle en L entre tto(Sl) et Spec (s(S) ®fe L) ; en particulier ttq(Sl) est fini 
de cardinal inferieur ou egal a [s(S) : k]. 

Hi) Soit S € tto(X). Si T est une composante connexe de Xl qui appartient 
a t{q(Sl) modulo la bijection de i) son image sur X est en fait egale a S . 

iv) Soit S € ttq(X). Si L deploie s(S) alors toute composante connexe de Sl 
est un espace L-analytique geometriquement connexe. 

v) Soit T 6 7i"o(Xz,). L'ensemble des sous-corps complets E de L contenant k 
tels que T provienne de E admet un plus petit element, qui est fini et separable 
sur k ; on Vappelle le corps de definition de T . 

vi) Soit <S l'ensemble des sous-corps complets E de L contenant k tels que 
toute composante connexe T de Xl provienne de E ; l'ensemble § admet un 
plus petit element F ; la fermeture algebrique de k dans F est dense dans F ; si 
ttq(X) est fini alors ttq(Xl) est fini et F est fini et separable sur k. 

vii) Si tto(X) est un ensemble fini il existe une extension finie et separable 
K de k telle que toute composante connexe de Xk soit un espace K-analytique 
geometriquement connexe. 

(7.21) Commentaire. II resulte de l'enonce i) du theoreme ci-dessus que 
l'ensemble S de son enonce vi) peut egalement etre defini comme l'ensemble 
des sous-corps complets E de L contenant k tels que -k^Xl) — > tto(Xe) soit 
bijectif, ainsi que comme l'ensemble des sous-corps complets E de L contenant 
k tels que S®eL soit connexe pour toute composante connexe S de Xe- 

(7.22) Demonstration du theoreme \7\2Q\ 

(7.22.1) Preuve de i). C'est immediat, compte-tenu du fait que si S est une 
composante connexe de X son image rcciproquc sur Xl s'identifie a Sl- 

(7.22.2) Preuve de ii). L'espaces(5')-analytique S est geometriquement connexe 
d'apres le theoreme 171 141 et la rcmarquc l7l6l L'on a 

S L = S® k L = S® s{S )(s(S) (g> k L) ~ ]J S§) <S) L,. 

Puisque I'espace 5(S')-analytique S est geometriquement connexe, chacun des 
S(3 s (g}Li est connexe, et les S^) 5 ^s)Li sont done les composantes connexes de 
Sl, ce qui suffit a demontrer ii). 

(7.22.3) Preuve de Hi). Soit T une composante connexe de Xl appartenant 
a tto(Sl)- II resulte de ii) que T est de la forme S(£) s tg-\K pour une certaine 
extension complete K de s(S), et le morphisme naturel T — > S est done surjectif. 
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(7.22.4) Preuve de iv). Supposons que L deploie s(S), soit T une composante 
connexe de Sp et soit K une extension complete de L. D'apres ii) la composante 
T est de la forme S<3 5 (s)L relativcment a un certain fc-plongement de s(S) dans 
L; il en decoule que T®pK s'identifie a S , ® 5 (s)i^, lequel est connexe en vertu 
de la connexite geometrique de l'espace s(5)-analytique S, qui decoule de ii) ; 
par consequent, T est un L-espace analytique geometriquement connexe. 

(7.22.5) Preuve de v). Soit S la composante connexe de X telle que T £ n (Sp) 
(notons qu'en vertu de in), S n'est autre que l'image de T sur X). Comme s(S) 
est une extension finie separable de k, il existe un polynome irreductible unitaire 
P a coefficients dans k tel que s(S) soit isomorphe a k[T]/P(r). En vertu de ii) 
la composante T correspond a un facteur irreductible unitaire Q du polynome 
P dans L[X] ; en reutilisant ii), on voit immediatement que le sous-corps de L 
engendre par k et les coefficients de Q satisfait les proprietes requises. 

(7.22.6) Preuve de vi). Le corps F egal au complete de la sous-extension de 
L engendree par les corps de definition (cf. v) ) des differentes composantes 
irreductibles de Xl est clairement le plus petit element de <§ . Supposons que 
ttq(Z) est fini; comme ttqIZl) est egal a (J tto(Sl) d'apres i) et comme 

Se-no(Z) 

chacun des tto(Sl) est fini d'apres ii), l'ensemble ttq(Zl) est lui aussi fini; le 
corps F est alors fini et separable sur k d'apres sa construction. 

(7.22.7) Preuve de vii). Supposons ttq(X) fini; il existe une extension finie 
galoisienne K de k dans laquelle se plongent chacun des s(S) oil S parcourt 
tto(X). Si S est une composante connexe de X il resulte de iv) que les compo- 
santes connexes de Sk sont toutes des espaces if-analytiques geometriquement 
connexe ; on deduit de i) que toute composante connexe de Xk est un espace 
if-analytique geometriquement connexe. □ 

(7.23) Passage de l'etude des composantes connexes a celle des com- 
posantes irreductibles. Nous nous proposons maintenant de decrire le com- 
portement des composantes irreductibles d'un espace A-analytique par exten- 
sion des scalaires ; l'idee consiste essentiellement a se ramener, au moyen de 
la normalisation, au cas des composantes connexes que Ton vient de traiter. 
Un fait semble s'y opposer : la formation de la normalisation ne commute pas, 
en general, au changement de corps de base ; on peut neanmoins contemner 
1 'obstacle en remarquant que les proprietes cruciales de la normalisation qui 
nous interessent ici fprop. 151X21 ct th. 151151 m) ) sont quant a elle preservers par 
extension des scalaires ; ce fait est l'objet de la proposition ci-dessous. 

(7.24) Proposition. Soit X un espace k-analytique et soit f : X 1 — > X sa 
normalisation. Soit F une extension complete de k et soit K une extension 
complete de F ; on designe par ir et n' les morphismes naturels Xk — > Xp et 
X' K —> X' F . 

i) L'on a lxv(X' F ) = Tr a (X' F ). 

ii) Si S est une composante irreductible de X' F alors /f(S) est une compo- 
sante irreductible de Xp, et S <—> fp(S) etablit une bijection Itt(X' f ) ~ Irr(Xp). 

Hi) Si T est une composante irreductible de Xk et si T' est I 'unique compo- 
sante connexe de X' K telle que T = fx(T') alors n(T) coincide avec /f(7r'(T')) 
et est une composante irreductible de Xp. 
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iv) Si S est une composante irreductible de Xp et si S' est I'unique compo- 
sante connexe de X' F telle que S — Jf(S') alors S®fK — 7r _1 (5) = U/K"(^i) 
oil les S'i sont les composantes connexes de S'® F K = tt'- l (S'). 

Demonstration. On peut supposer que X est reduit. Son lieu de normalite 
U en est ouvert de Zariski dense dont on notera U' l'image reciproque sur X' . 

(7.24.1) Soit S une composante connexe de X' ; c'est un espace fc-analytique 
normal. Soit E une extension finie separable de 5(5*) ; l'espace S® s rs)E es ^ 
connexe d'apres lc theoreme 171 141 ct la remarque 17161 ; puisquc S est normal et 
puisque E est separable sur s(S), l'espace S® s (s)E est normal; comme il est 
connexe, il est irreductible. Ceci valant pour toute extension finie separable E de 
s(S), on deduit du theoreme 171 161 que pour toute extension complete K de s(S), 
l'espace S<g> s (s)IK est irreductible. L'espace Sf s'identifie a 5<£> s (s) {s(S) <8>fc F) ; 
il est done somme disjointe d'espaces dont chacun est de la forme S<S> s (s)^- pour 
une certaine extension complete K de s(S), et est des lors irreductible d'apres 
ce qui precede. L'assertion i) s'ensuit aussitot. 

(7.24.2) Preuve de ii). Soit £ une composante connexe (ou irreductible, ce 
qui revient au meme comme on vient de le voir) de X' F et soit S la composante 
connexe de X' au-dessus de laquelle E est situee. L'espace X' etant la normalisa- 
tion de X, le sous-ensemble T := f(S) de X en est une composante irreductible ; 
soit d sa dimension fc-analytique. Les espaces S et T sont purement de dimen- 
sion d ; les espaces Sf et Tp sont done purement de dimension d ; comme E est 
une composante connexe de Sf, on a dim E = d; par finitude du morphisme 
Jf, le sous-ensemble /f(E) de Xp en est un ferme de Zariski irreductible de 
dimension d, situe sur Tp ; c'est done une composante irreductible de ce dernier, 
et a fortiori une composante irreductible de Xp flemmc [4l28[) . ce qui acheve de 
montrer la premiere assertion de ii). 

Etablissons maintenant la seconde. Soit T une composante irreductible de 
Xp. La surjectivite de fp et ce qui precede impliquent l'existence d'une com- 
posante irreductible S de X' F telle que T = fp(S). Par ailleurs la densite de U' 
dans Z 1 entraine celle de U' F dans X' F fcor. 14125)1 et S rencontre de ce fait U' F . 
Or Up — > Up est un isomorphisme, ce qui implique qu'un point de !7f a un et 
un seul antecedent par fp. Soit 5" une composante irreductible de X' F telle que 
/f(5') — T et soit t un point de U' F n S . Comme t est I'unique antecedent de 
fp(t), qui a par hypothese un antecedent sur T", on a t 6 T 1 . En consequence 
Up n T C T". Comme U' F PI T est un ouvert de Zariski non vide, et done dense, 
de l'espace irreductible T, on a T C T 1 et done T 1 = T, ce qui acheve de montrer 
ii). 

(7.24.3) Preuve de Hi). L'egalite n(T) = fp(Tr'(T'j) est formelle; l'assertion 
Hi) du theoreme 171201 garantit que tt'(T') est une composante connexe de Xp , 
et /f(7t'(T')) est done bien une composante irreductible de Xp d'apres ii). 

(7.24.4) On sait deja (Iemme l4l28j) que n^ 1 (S) est reunion finie de composantes 
irreductibles de Xk ; en vertu de ii), 7r~ 1 (5 l ) est done de la forme (J /k-(Ej-), ou 
les Ej sont des composantes connexes de X' K ; il est par consequent egal a la 
reunion des /r-(E) ou E parcourt l'ensemble des composantes connexes de X' K 
telles que n(fK (E)) soit incluse dans S. 

Soit E une composante connexe de X' K ; posons O = tt'(E) ; comme on l'a vu 
au 17124131 O est une composante connexe de X' F , et f F (Q) = 7r(/ftr(E)) est une 



80 



composante irreductible de Xp ; on en deduit que 7r(/jf(S)) est incluse dans S 
si et seulement si elle est egale a S, et que cela se produit si et seulement si 
est egale a S' , autrement dit si et seulement si £ est l'une des ; il en decoule 
que 7r" 1 (5) = UfxiSi), ce qu'il fallait demontrer. □ 

(7.25) Quelques mots sur le foncteur L i— » Iti(X)l- Soit X un espace k- 
analytique, soit L une extension complete de k et soit K une extension complete 
dc L. Soit T une composante irreductible de Xk- Comme Xk — ► est quasi- 
dominant flSEEJ), r image de T sur Xe, est situe sur une et une seule compo- 
sante irreductible de Xl (on peut aussi le deduire, de maniere plus elementaire, 
du lemme l4l28| ; on dispose done d'une application 1xx{Xk) — ► Irr(Xi,) ; cette 
construction fait de L i— > Irr(X^) un foncteur en L ; remarquons que nous ve- 
nons simplement de rappeler dans un cas particuier ce qui a ete mentionne en 
toute generality au I5I1I2I 

(7.26) Theorfeme. Soit X un espace k-analytique et soit L une extension 
complete de k. 

i) II existe une bijection naturelle Irr(Xi) ~ [] Irr(Sx), modulo la- 

Selrr(X) 

quelle Itt(S)l correspond pour tout S au sous-ensemble de Itt(Xl) forme des 
composantes dont I'image sur Z est incluse dans S. 

ii) Soit S € Irr(X) et soit S' sa normalisation ; il existe une bijection fonc- 
torielle en L entre Itt(Sl) et Spec (s(S') <8>/c L) ; en particulier Irr(Sx) est fini 
de cardinal inferieur ou egal d [s(5") : k). 

Hi) Soit S G Itt(X). Si T est une composante irreductible de Xl qui ap- 
partient a Itt(Sl) modulo la bijection de i) son image sur X est en fait egale a 
S. 

iv) Soit S S Irr(X) et soit S' sa normalisation. Si L deploie s(S') alors 
toute composante irreductible de Sl est un espace L-analytique geometriquement 
irreductible. 

v) Soit T G Irr(Xi). L'ensemble des sous-corps complets E de L contenant 
k tels que T provienne de E admet un plus petit element, qui est fini et separable 
sur k ; on Vappelle le corps de definition de T . 

vi) Soit S l'ensemble des sous-corps complets E de L contenant k tels que 
toute composante irreductible T de Xl provienne de E ; l'ensemble S admet un 
plus petit element F ; la fermeture algebrique de k dans F est dense dans F ; si 
Irr(X) est fini alors Irr(X)^ est fini et F est fini et separable sur k. 

vii) Si Irr(X) est un ensemble fini il existe une extension finie et separable K 
de k telle que toute composante irreductible de Xk soit un espace K-analytique 
geometriquement irreductible. 

(7.27) Commentaire. II resulte de l'enonce i) du theoreme ci-dessus que 
l'ensemble $ de son enonce vi) peut egalement etre defini comme l'ensemble 
des sous-corps complets E de L contenant k tels que Irr(Xi) — > Irr(X^) soit 
bijectif, ainsi que comme l'ensemble des sous-corps complets E de L contenant 
k tels que S®eL soit irreductible pour toute composante irreductible S de X&. 

(7.28) Demonstration du theoreme \7l26\ 
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(7.28.1) Preuve de i). II s'agit simplement d'une reformulation du lemmc |4"I28I 

(7.28.2) Preuve de Hi). Cette assertion a deja ete etablie : elle est contenuc 
dans l'enonce Hi) de la proposition 171241 ci-dessus. 

(7.28.3) Preuve de H), iv), v) et vi). On les deduit formellement de la propo- 
sition 171241 et des enonces correspondants du theoreme 171201 □ 

A propos des espaces geometriquement reduits 

Le but de ce qui suit est d'expliquer brievement, par un contre-exemple 
simple (c/. 15J, §3.3) pourquoi les equivalences entre les proprietes Hi) et v) des 
theoremes l7ll4l et l7H61 respectivement relatifs a la connexite et a l'irreductibilite, 
ne subsistent pas lorsqu'on s'interesse a la propriete d'etre reduit. On suppose 
que la caracteristique de k est non nulle ; elle coincide done avec I'exposant 
caracteristique p de k. 

(7.29) Lemme. Soit (ai)i e fj une suite d 'elements de k telle que |of| tende 
vers zero quand i tend vers I'infini. Posons srf = k{T}[r]/(T p — ^2aiT pl ). Les 
propositions suivantes sont equivalentes : 

i) I'anneau est reduit; 

ii) il existe i tel que a,i (fc k p . 

Demonstration. Soit F le corps des fractions de k{T}. Le morphisme d'an- 
neaux k{T} — > si est fini et fidelement plat. Comme k{T} est regulier (cf. 
lemme EH]) , il est de Cohen-Macaulay et si satisfait la propriete S.\. En vertu 
du critere de Serre, il est done reduit si et seulement si il satisfait R , e'est-a-dire 
si et seulement si I'anneau local artinien ®k{T} F est reduit, soit encore si et 
seulement si aiT pl £ F p . D'autre part 

a{T pl G F p <S=^ a * TPl e k ^ T y ^ a,ek p pour tout i, 

la premiere equivalence resultant de la normalitc dc k{T} et la seconde d'un 
calcul immediat ; le lemme s'ensuit aussitot. □ 

(7.30) Un exemple. Soit (fj) une suite de reels strictement positifs tendant 
vers zero quand i tend vers I'infini. Prenons pour k le complete de F p (ai)i £ N 
pour la valeur absolue qui envoie un poynome ^ A/a 7 sur max |A/|r 7 . La famillc 
(a,i) est par construction une p-b&se topologique de k sur k p , et est en particulier 
libre sur le corps k p . Soit X l'espace fc-affinoide Jl \k{T}[r] / \t p -J2 ai T pz ) ). 
II resulte du lemmc precedent que X-g^ n'est pas reduit. 

Soit K une extension finie de k. Comme [K p : k p ] = [K : k], le fc p -espace 
vectoriel K p est de dimension finie, et il en va de meme de son sous-fc p -espace 
vectoriel K p fl k. Par consequent, il existe i tel que ai n'appartienne pas a K p . 
Le lemme ci-dessus assure alors que Xk est reduit. 

(7.31) Remarque. Nous renvoyons le lecteur au paragraphe 3.3 de [TS] pour 
un contre-exemple dans le meme esprit concernant la normalite : Conrad y 
construit, pour tout nombre premier impair p, un corps ultrametriquc complct 
F de caracteristique p et un espace -F-analytique X qui est geometriquement 
reduit, qui est tel que Xk soit normal pour toute extension finie K de F, mais 
qui n'est pas geometriquement normal. 
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8 Quelques proprietes stables par produit 



(8.1) Theoreme. Soit P une propriete des anneaux locaux noetheriens ap- 
partenant a Vun des trois ensembles 5?, £} et definis au 101301 Soit X un 
espace k-analytique, soit L une extension complete de k et soit Y un espace 
L-analytique ; soit Z Vespace L-analytique X Xj. Y. Soit z G Z et soient x et y 
ses images respectives sur X etY . Si X satisfait P geometriquement en x et si 
Y satisfait P geometriquement en y, alors Z satisfait P geometriquement en z. 

Demonstration. Comme X x & Y ~ Xl x l Y on peut remplacer k par L 
et done supposer que L — k. On peut verifier l'assertion apres extension des 
scalaires, et done faire l'hypothese que k est algebriquement clos ; il suffit de 
traiter le cas ou X et Y sont affinoi'des. 

Soit JT (resp. W , resp. iF) le spectre de l'algebre des fonctions analytiques 
sur X (resp. Y, resp. Z) et soit x (resp. y, resp. z) l'image de x (resp. y, resp. 
z) sur (resp. & ', resp. 5°). 

(8.1.1) Reduction au cas ou 6 '<%■ jX et Gm/ \y sont des corps. Le schema i2° est 
plat sur & par le lemme Iffl3"51 ; comme 6 ' % iX satisfait P, il suffit de prouver que 
pour tout ideal premier p de 6 "st ',x l'anneau <&e x ,ix K (P) satisfait P ; fixons 
un tel p. 

Soit 3~ le sous-schema ferme irreductible et reduit de X dont le point 
generique t correspond a p ; designons par W le produit fibre x^r L'an- 
neau ^^,2 ®^ x n(p) satisfait P si et seulement si pour toute generisation w 
de z situee au-dessus de t l'anneau local <^V iW satisfait P ; soit done w une telle 
generisation. 

Soit T le sous-espace analytique ferme de X correspondant a S" ; remarquons 
que le schema W s'identifie au spectre de l'anneau des fonctions analytiques sur 
W:=ZxxT = YxkT. Choisissons un antecedent 10 dew sur W ; son image 
y' sur Y est une generisation de Zariski de y, et Y satisfait done P en y' ; l'image 
t de w sur T est situee au-dessus du point generique t du schema integre J?. II 
nous suffit maintenant de montrer que W satisfait P en w ; on est ainsi revenu au 
probleme initial, mais (X,Y,x,y,z) a ete remplace par (T,Y,t,y',w). Le bilan 
de cette operation est le suivant : on peut, en modifiant X , en conservant Y et 
en remplagant y par I'une de ses generisations de Zariski, se ramener au cas ou 
} St \x est un corps. On reapplique le procede, mais cette fois-ci a Y ; l'espace 
X n'est plus modifie ; le point x est eventuellement remplace par l'une de ses 
generisations de Zariski, mais celle-ci est encore necessairement situee au-dessus 
de x, puisque G x ,-x. est un corps. 

On se retrouve finalement bien dans la situation ou 6 'gc jX et €?V ,y sont des 
corps. 

(8.1.2) Preuve du theoreme lorsque Gsc et ,y sont des corps. Le corps k 
etant algebriquement clos, X est quasi-lisse en x et Y est quasi-lisse en y par la 
prop. 16131 Les proprietes de base du faisceau des formes differentielles ([3], §3.3) 
assurent que 

dim^ (z) Q} zjk <g) Jf?(z) = dim^ (x) Q} x/k Jf(x) + dim^ (y) Vly /k Jf{y). 

Ce dernier terme est egale a dim^ X + dim y Y en vertu de la quasi-lissite de 
X en x et de Y en y, et done a dim z Z d' apres le lemme 101391 ; le lemme 11)121 
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permet alors de conclure que Z est regulier en z ; il y satisfait a fortiori P, et le 
theoreme est demontre. □ 

(8.2) Commentaire. II est vraisemblable que le theoreme ci-dessus reste vrai si 
l'on se contente de supposer que Y satisfait simplement (i.e. non necessairement 
geometriquement) la propriete P en y ; nous esperons le deduire d'un travail en 
cours sur la platitude en geometrie de Berkovich. 

(8.3) Lemme. Soient X etY deux espaces k-analytiques connexes. Supposons 
qu'il existe un G-recouvrement (Xi) de X et un G-recouvrement (Yj) de Y tels 
que Xi Xfe Yj soit connexe pour tout couple (i,j)- Alors X x^Y est connexe. 

Demonstration. Soient z et z' deux points de X Xj. Y, soient x et x' (resp. 
y et y') leurs images respectives sur X (resp. Y). Soit i (resp. j, resp. i', resp. 
j') un indice tel que x S Xi (resp. y € Yj, resp. x' £ Xy, resp. y' £ Yj')- 
Comme X est connexe, il existe une famille finie io = . . . ,i r — i' d'indiccs 
telle que X.- Ll n X.- n+1 ^ pour tout I compris entre et r — 1. De meme, il 
existe une famille finie jo = ■ ■ . , j s — j' d'indices telle que Yj x n Yj x+1 ^ 
pour tout A compris entre et s — 1. Munissons {0, . . . , r} X {0, . . . , s} de l'ordre 
lexicographique pour lequel (par exemple) la premiere coordonnee donne le ton ; 
dans la famille (X^ ij A )(;,A)> chacun des domaines rencontre le suivant, le 
premier conticnt z et le dernier z' . Commc ils sont tous connexes, z et z' sont 
situes sur la meme composante connexe deXx^y. D 

(8.4) Theoreme. Soit X un espace k-analytique, soit L une extension complete 
de k et soit Y un espace L-analytique. Supposons X geometriquement connexe 
(resp. geometriquement irreductible) et Y connexe (resp. irreductible) . Le pro- 
duit X Xfc Y est alors connexe (resp. irreductible). 

Demonstration. Comme X x^ Y ~ Xl Xj, Y on peut remplacer k par L et 
done se ramener au cas ou L = k ; on peut supposer, pour l'assertion relative a 
la connexite, que X et Y sont non vides. 

(8.4.1) Reduction au cas ou X etY sont tous deux geometriquement connexes 
(resp. geometriquement irreductibles) . Soit K une extension finie galoisienne 
de k deployant s(Y) (resp. s(Y'), oil Y' est la normalisation de Y), et soit T 
le groupe de Galois de K sur k. D'apres l'enonce ii) du theoreme 171201 (resp. 
Penonce ii) du theoreme I7I26|) , le T-ensemble des composantes connexes (resp. 
irreductibles) de Yk est en bijection avec le T-ensemble des ideaux maximaux 
de K s(Y) (resp. K ®^ s(Y')) et est en particulier transitif. 

Soit {Yi}i l'ensemble des composantes connexes (resp. irreductibles) de Yk- 
Supposons que l'on ait montre que Xk Xjf Y> est connexe (resp. irreductible) 
pour tout i. Sous cette hypothese § := {Xk Yi}i est un T-ensemble fini qui 
est constitue d'ouverts fermes non vides, connexes et deux a deux disjoints de 
(X Xfe Y)k (resp. de fermes de Zariski irreductibles de (X x^ Y)k deux a deux 
non comparables pour l'inclusion) qui recouvrent (X x & Y)k ', les elements de S 
sont done les composantes connexes (resp. irreductibles) de [X X/.Y)k ; comme 
r agit transitivement sur {Y^};, il agit transitivement sur $ et X Xj. Y est de 
ce fait connexe (resp. irreductible). 

71 suffit done, pour etablir notre theoreme, de prouver que Xk Xk Yi est 
connexe (resp. irreductible) pour tout i. Comme K deploie s(Y) (resp. s(Y')), 
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il resulte de l'enonce iv) du theoreme 171201 (resp. de l'enonce iv) du theoreme 
I7I26P que les Yi sont geometriquement connexes (resp. irreductibles). 

L'on peut done se contenter de demontrer que le produit de deux espaces 
analytiques geometriquement connexes (resp. geometriquement irreductibles) 
sur un meme corps de base est connexe (resp. irreductible) ; autrement dit, 
nous nous sommes ramene au cas ou X et Y sont tous deux geometriquement 
connexes (resp. geometriquement irreductibles). 

(8.4.2) Preuve de I 'assertion relative a la connexite lorsque X etY sont tous 
deux geometriquement connexes. Quitte a etendre les scalaires, on peut supposer 
que k est algebriquement clos. Le lemme [8l3l ci-dessus permet de se ramener au 
cas ou X et Y sont affinoides. Pour tout point y de Y la fibre (X x )-Y ) y s'identifie 
a X_^»( y ) et est done connexe. La projection X Xk Y — > Y etant compacte, a 
image connexe et a fibres connexes, l'espace X x k Y est connexe. 

(8.4.3) Preuve de I'assertion relative a Virreductibilite lorsque lorsque X etY 
sont tous deux geometriquement irreductibles. Quitte a etendre les scalaires, on 
peut supposer que k est algebriquement clos. Comme X etY sont irreductibles, 
leurs normalisations X 1 et Y' sont connexes ; le produit X 1 Xk Y' est done 
connexe en vertu du I8I4I2I ci-dessus ; le theoreme 1811 1 assure que X' XkY' est 
normal ; en consequence, X' x k Y' est irreductible. La fleche X 1 x k Y' — > X x k Y 
etant surjective, X Xj. Y est irreductible. □ 

(8.5) Corollaire. Soit X un espace k-analytique geometriquement connexe et 
non vide (resp. geometriquement irreductible), soit L une extension complete 
de k et soit Y un espace L-analytique. Soit (Yi) la famille des composantes 
connexes (resp. irreductibles) de Y. Les X x^Yi sont alors les composantes 
connexes (resp. irreductibles) de X XkY. 

Demonstration. Traitons tout d'abord I'assertion relative a la connexite. Les 
X x fe Yi sont des ouverts fermes de X Xk Y qui sont non vides, connexes en 
vertu du theoreme precedent, et deux a deux disjoints ; comme ils recouvrent 
X XkY, ce sont ses composantes connexes. 

Traitons maintenant I'assertion relative a Pirreductibilitc. Les X x^Yi sont 
des fermes de Zariski de X Xk Y qui le recouvrent, sont deux a deux non corn- 
parables pour l'inclusion, et sont irreductibles en vertu du theoreme precedent. 
Comme {X Xk Yi}i est un ensemble G-localement fini de fermes de Zariski 
de X Xk Y d'apres le 141181 les X Yi sont les composantes irreductibles de 
X x k Y. □ 
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